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Аннотация. Предлагаются способы компактного представления матрицы приоритетов большой размерности, ис-
пользуемой для описания дисциплин приоритетного обслуживания заявок в системах с неоднородной нагрузкой. Это 
позволяет существенно уменьшить размерность матрицы приоритетов по сравнению с исходной в случае большого 
числа классов заявок, поступающих в систему. Рассмотрены два способа представления компактной матрицы при-
оритетов – для канонической и неканонической исходной матрицы. Показано взаимно однозначное соответствие 
между матрицей приоритетов и ее компактным представлением. Получены выражения для пересчета элементов ис-
ходной матрицы приоритетов в элементы компактного представления и обратно. Для канонических и неканониче-
ских компактных матриц приоритетов сформулированы правила построения корректных матриц. 
Ключевые слова: дисциплина обслуживания, матрица приоритетов, каноническая матрица приоритетов, компактная 
матрица приоритетов. 
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Abstract. We propose methods for compact representation of priority matrix with high dimensionality, which is used to 
describe priority queueing disciplines of demands in systems with nonhomogeneous load. This considerably decreases 
dimensionality of the priority matrix in comparison with original values in case that the number of classes of demands, 
entering the system, is large. Two methods for compact representation of priority matrix are considered: for canonical and 
non-canonical original matrix. It is shown that there is one-to-one correspondence between priority matrix and its compact 
representation. Mathematical expressions are derived for forward and backward recalculation of elements of original priority 
matrix into its compact representation. Rules governing the construction of correct matrixes are given for canonical and non-
canonical priority matrixes. 
Keywords: queueing discipline, priority matrix, canonical priority matrix, compact priority matrix. 

При исследовании вычислительных систем и сетей [1, 2], моделями которых служат системы мас-
сового обслуживания с неоднородным потоком заявок [3, 4], используются различные способы описания 
приоритетных дисциплин обслуживания заявок разных классов [5, 6]. Одним из наиболее эффективных 
среди них является матрица приоритетов (МП) [ ( , 1, , )]ijq i j H Q  , предложенная в [6], размерность 

которой определяется числом классов заявок H, поступающих в систему. Элемент ijq  матрицы задает 

приоритет заявок класса i  ( i -заявок) по отношению к заявкам класса j  ( j -заявкам): 0 – нет приорите-

та, 1 – относительный приоритет (ОП), 2 – абсолютный приоритет (АП). Матричное представление по-
зволяет охватить большое множество дисциплин приоритетного обслуживания и обеспечить требуемое 
качество функционирования системы при наличии ограничений на времена пребывания в системе заявок 
разных классов [7, 8]. 

Решение задач большой размерности, когда число классов заявок достигает нескольких десятков и 
сотен, требует разработки способов компактного представления матрицы приоритетов, число элементов 
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которой растет пропорционально квадрату числа классов заявок. Компактное представление МП позво-
ляет значительно сократить размер матрицы. К тому же МП является избыточной, поскольку только 

( 1) / 2H H   элементов являются информативными, а остальные ( 1) / 2H H   элементов будут равны ну-

лю в соответствии с требованиями, предъявляемыми к МП [7]. В частности, в канонических МП значе-
ния элементов, находящихся на главной диагонали и ниже нее, всегда равны 0. 

Для компактного представления канонических МП можно использовать матрицу, содержащую две 
строки и Н столбцов: 

11 12 1

21 22 2

...

...
H

H

z z z

z z z

 
  
 

Z , 

где 1 jz  и 2 jz  – число элементов в столбце 1,j H  исходной МП Q , значения которых соответственно 

равны 2 и 1. 
Элементы 1 jz  и 2 jz  определяют число классов заявок, имеющих по отношению к заявкам класса 

j  АП и ОП соответственно, причем 1 2 ( 1, )j jz z H j H   . 

Размерность компактной матрицы приоритетов (КМП) Z  равна 2H , что в / 2H  раз меньше раз-
мерности исходной МП Q . 

Элементы исходной МП Q , используемые в формулах для расчета времени ожидания и пребыва-
ния заявок в системе [7], определяются по значениям элементов КМП Z  следующим образом: 
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Для обеспечения корректности КМП Z  по аналогии с каноническими МП Q  [7] разработаны 
правила ее построения: 

1. для любого 1, 1j H  : 1j jz z  
, где 1 2j j jz z z 

;

2. если 1 ... ( 1, 1; 1),j j j mz z z j H m m         
 то: 

1. 1 ;j m jz z m    
 

2. 1 1j mz m    или 2 1j mz m   . 

Эти правила соответствуют правилам строки и бесприоритетной группы (БП-группы) для канони-
ческих МП Q  [7]. Отсутствие правила, соответствующего правилу столбца, объясняется тем, что пере-
ход от КМП Z  к развернутому представлению Q  автоматически приводит к МП, в которой выполняется 
правило столбца. 

Для представления МП произвольного вида (неканонических) в матрицу Z  достаточно ввести 
третью строку, элементы которой 3 jz  определяют уровень приоритета j -заявок, т.е. задают приоритет-

ную последовательность. Эти элементы могут быть определены в результате упорядочения в возрастаю-
щей последовательности сумм 1 2( )j jz z , т.е. по правилу 3 3j kz z , если 1 2 1 2( ) ( )j j k kz z z z   , причем 

если 1 2 1 2( ) ( )j j k kz z z z   , то 3 3j kz z  только в случае 1 1j kz z . Если же 1 1j kz z , то 3 3j kz z , т.е. заявки 

классов j  и k  образуют БП-группу. Однако представляется более целесообразным не вычислять элемен-

ты 3 jz  всякий раз, а хранить их в третьей строке компактной матрицы. 

Таким образом, компактная матрица ОZ  в общем случае будет иметь вид 
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Компактная матрица ОZ  по сравнению с исходной МП Q  содержит в / 3H  раз меньше элементов. 

Элементы исходной МП Q  определяются следующим образом: 

 если 3 3i jz z , то 0ijq  ; 

 если 3 3i jz z , то 
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Например, для компактной матрицы приоритетов 

О

4 1 0 4 1 1

0 1 0 1 0 1

4 3 1 5 2 3

 
   
  

Z

применение описанной процедуры определения значений элементов приводит к следующей МП: 
1 2 3 4 5 6

1 0 0 0 1 0 0

2 2 0 0 2 0 0

3 2 2 0 2 2 2

4 0 0 0 0 0 0

5 2 1 0 2 0 1

6 2 0 0 2 0 0

Q . 

Заметим, что во втором и шестом столбцах КМП ОZ  значения уровня приоритета одинаковы и 

равны 3. Это означает, что заявки 2-го и 6-го классов имеют одинаковый уровень приоритета, т.е. образу-
ют БП-группу. 

Правила построения корректных КМП ОZ  формулируются следующим образом: 

1. если 3 3j kz z , то ( , 1, )j kz z j k H  
;

2. если
1 2

...
mj j jz z z    

, то для j  и l , определяемых соответственно из условий:
13 3 3max{ ,..., }

mj j jz z z  

и 3 3 1l jz z  , должны выполняться следующие соотношения: 

1. l jz z m  
;

2. 1lz m  или 2lz m , 

где 1 2, ,.., , , 1,mj j j j l H ;  1 2 ... ; 2mj j j m    . 

Если КМП ОZ  не удовлетворяет перечисленным условиям, то она является некорректной. 
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