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Аннотация 
Для стохастических воздействий, стационарных в широком смысле, решена задача формирования корреляционных 
матриц и функций векторов состояний и выходов линейных непрерывных систем на основе их фундаментальных 
матриц. Показано, что если линейная непрерывная система относится к классу систем типа одномерный вход–
одномерный выход, то корреляционная функция выхода такой системы может быть найдена как свободное движение 
этой системы, порождаемое ее начальным состоянием, конструируемым на матрице дисперсий вектора состояния и 
транспонированной матрице выхода. Установлено, что когда непрерывная система относится к классу систем типа 
многомерный вход–многомерный выход, то возможны следующие варианты решения задачи формирования корреля-
ционной функции линейной системы. Первый вариант состоит в разбиении системы на сепаратные каналы с после-
дующим применением к каждому из сепаратных каналов подхода, разработанного для систем типа одномерный 
вход–одномерный выход. Второй вариант применяется для случая сохранения векторной природы стохастического 
внешнего воздействия, но использует разбиение вектора выхода на скалярные компоненты путем разделения матри-
цы выхода на сепаратные матрицы–строки с последующим формированием корреляционной функции по схеме сис-
тем типа одномерный вход–одномерный выход. Третий вариант основан на скаляризации матричной корреляционной 
функции выхода путем применения к ней сингулярного разложения, позволяющего сформировать скалярные мажо-
ранту и миноранту корреляционных функций выхода. Установлено, что ключевым компонентом вычислительной 
процедуры формирования корреляционной функции линейных непрерывных систем является матрица дисперсий 
вектора состояния системы. Матрица дисперсий, в случае экзогенного стохастического воздействия типа «белый 
шум», вычисляется с помощью матричного уравнения Ляпунова. Обнаружено, что в случае экзогенного стохастиче-
ского воздействия типа «окрашенный шум» возможность поиска матрицы дисперсии состояния системы с помощью 
уравнения Ляпунова возникает, если сконструировать агрегированную систему, составленную из исследуемой систе-
мы и формирующего фильтра, на выходе которого наблюдается «окрашенный шум». Полученные процедуры форми-
рования корреляционных функций иллюстрируются примерами. 
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Abstract  
The paper presents a method of creating correlation matrices and functions of the state vectors and outputs of the linear 
continuous systems functioning under the conditions of stochastic stationary, in a broad sense, effects. Fundamental matrices 
form the basis of the method. We have shown that for the linear continuous systems with single dimensional input and single 
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dimensional output the correlation output function of such system can be found as the free movement of this system 
generated by its initial state. This state is constructed from the variance matrix of the state vector and the transposed output 
matrix. We have elucidated that when a continuous system belongs to a class of multi-dimensional input – multi-dimensional 
output systems, the following options are available for solving the problem of creation of the correlation function of a linear 
system. The first option is to partition the system into separate channels. Then the approach developed for systems with one-
dimensional input and one-dimensional output is applied to each of the separate channels. The second option is used to 
preserve the vector nature of the stochastic external influence. It consists in partition of output vector to scalar components by 
separating output matrix into separate rows with subsequent formation of the correlation function according to the scheme for 
single dimensional input and single dimensional output type systems. The third option is based on the scalarization of matrix 
correlation output function by applying the singular value decomposition to it. That gives the possibility to form scalar 
majorant and minorant of correlation output functions. We have established that a key component of a computational 
procedure of creating the correlation function of continuous linear system is a variance matrix of the system state vector. In 
the case of functioning under an exogenous stochastic effect like "white noise" the variance matrix is calculated by solving 
the matrix Lyapunov equation. We have found out that in the case of an exogenous stochastic effect like "colored noise" 
capability of using the Lyapunov equation to find the variance matrix of system state arises after aggregated system design 
composed of the system itself and the shaping filter with "colored noise" at the output. Examples illustrate obtained 
procedures of creating correlation functions. 
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Введение. Постановка задачи 
 

Корреляционная теория стационарных эргодических векторных стохастических процессов исполь-
зует три матричных характеристики этих процессов [1, 2]. Первой матричной характеристикой является 
его матрица дисперсий, второй – корреляционная матрица, третьей – матрица спектральных плотностей 
[3, 4]. Каждая из перечисленных характеристик стохастического процесса выполняет свою пользователь-
скую функцию в теории систем управления, функционирующих в условиях стохастических воздействий. 
Предлагаемая настоящая работа сориентирована на пользовательские функции в теории систем, которые 
выполняет корреляционная матрица. Если исследуемый стохастический процесс является скалярным, то 
его корреляционная матрица тоже является скалярной и именуется корреляционной функцией. Основным 
пользовательским параметром корреляционной функции скалярного процесса является интервал корре-
ляции, представляющий собой отрезок временной оси, за пределами которого корреляционная функция 
становится близкой к нулю, что свидетельствует о том, что отсчеты, снятые с реализации стохастического 
процесса с интервалом, превышающим интервал корреляции, оказываются некоррелируемыми. Инфор-
мация о некоррелированности отсчетов с реализацией стохастического процесса используется для органи-
зации цифровой обработки [5] этих процессов. Если стохастический процесс – векторный, то его скаляри-
зация может быть осуществлена тремя способами. Первый способ состоит в разбиении системы типа мно-
гомерный вход–многомерный выход на сепаратные каналы типа одномерный вход–одномерный выход, чис-
ло которых определяется произведением числа входов на число выходов, сопроводив их вычислением кор-
реляционной функции для каждого из них с дальнейшей оценкой интервалов корреляции. Второй способ 
состоит в разбиении вектора выхода на скалярные компоненты с дальнейшим построением корреляционной 
функции для каждого из них и оценкой сепаратных интервалов корреляции при сохранении векторного эк-
зогенного стохастического воздействия. Третий основывается на сингулярном разложении [6] корреляцион-
ной матрицы векторного стохастического процесса с целью вычисления минимального и максимального 
сингулярных чисел корреляционной матрицы, по которым формируются минимальная и максимальная 
оценки интервала корреляции векторного стохастического процесса. Вычисление корреляционных функций 
долгие годы строилось по схеме вычисления функции спектральной плотности скалярного стохастического 
процесса с последующим использованием теоремы Винера–Хинчина–Колмогорова, позволяющей вычис-
лять корреляционную функцию как обратное преобразование Фурье от функции спектральной плотности 
[7, 8]. При этом функция спектральной плотности в этой схеме вычисляется в мультипликативной форме, 
сомножителями которой являются функция спектральной плотности входного стохастического воздействия 
и квадрат модуля передаточной частотной характеристики отношения вход–выход непрерывной системы. 
Приведенная вычислительная схема хорошо себя зарекомендовала для случая передаточных функций невы-
сокого порядка, с ростом порядка трудности заметно возрастают. В случае векторного стохастического про-
цесса приведенная вычислительная схема становится практически неприменимой.  

Ниже предлагается процедура формирования корреляционных матриц [3, 4, 9–11] стохастических 
процессов по переменным непрерывной системы, ключевым моментом которой является вычисление 
матрицы дисперсий вектора состояния этой системы. При этом используется тот факт, что матрица дис-
персий [3, 4, 9–11] в случае экзогенного стохастического воздействия типа «белый шум» вычисляется с 
помощью матричного уравнения Ляпунова. Показано, что в случае экзогенного стохастического воздейст-
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вия типа «окрашенный шум» возможность поиска матрицы дисперсии состояния системы с помощью 
уравнения Ляпунова появляется, если сконструировать агрегированную систему, составленную из иссле-
дуемой системы и формирующего фильтра, на выходе которого наблюдается «окрашенный шум» [3, 10, 11]. 
 

Матричное уравнение Ляпунова в задачах вычисления матриц дисперсии переменных  
линейной непрерывной системы 

 

Рассматривается линейная непрерывная система (ЛНС) типа многомерный вход–многомерный вы-
ход, возбуждаемая стохастическим векторным экзогенным воздействием  tw , стационарным в широком 

смысле [3, 4], типа «белый шум», векторно-матричное описание (ВМО) которой «вход–состояние–выход» 
(ВСВ) при нулевом начальном состоянии  0x  имеет вид 

     ( ) ; 0 0;t t t  x Fx Gw x ( ) ( );t ty Cx      .t t t ε w y   (1) 

В ВМО (1) , , , x y ε t соответственно вектор состояния, выхода, ошибки по выходу ЛНС и непре-

рывное время; , ,F G C  – соответственно матрицы состояния, входа и выхода ЛНС; 

; , ; , ,n m n n n m m nR R R R R      x y ε F G C . Стохастическое векторное экзогенное воздействие  tw , 

стационарное в широком смысле, типа «белый шум» характеризуется нулевым математическим ожида-
нием и некоррелированностью отсчетов    ,t t w w  при любом шаге   их реализации, так что выпол-

няются соотношения 

     0M t t w w ;         
: 0;

;
0: 0.

TM t t
  

          
w w N  (2) 

В (2)   M   – оператор вычисления математического ожидания стохастической переменной   , 

   – математическое ожидание (среднее значение) стохастической переменной   , N  – матрица интен-

сивностей векторного «белого шума»  tw ;   ,m m mt R R  w N . Дополним характеристику векторного 

«белого шума» свойством его некоррелированности [3, 4] со стохастическим вектором состояния ЛНС 
(1), записываемым в формах 

         0, 0.T TM t t M t t x w w x   (3) 

Введем в рассмотрение матрицы дисперсий стохастических переменных линейной непрерывной 
системы (1) с помощью соотношений 

                    ; ; .T T T
x yt M t t t M t t t M t t  D x x D y y D ε ε  (4) 

Очевидно, дисперсия выхода  ty  ЛНС (1) удовлетворяет соотношению 

              ,T T T T
y xt M t t M t t t  D y y Cx x C СD C  (5) 

а дисперсия ошибки  tε  ЛНС (1) с учетом (2) и (3) определяется выражением 

                 
                    0 .

TT

T T T T T T
y

t M t t M t t t t

M t t t t t t t t t

     

      

D ε ε w Cx w Cx

w w Cx w w x C Cx x C N D
 (6) 

На основании (6) нетрудно сделать заключение, что дисперсия ошибки по выходу системы вида (1) 
при стохастическом воздействии типа «белый шум» принимает бесконечное значение, и ее контроль в 
этом случае утрачивает смысл. Следует ожидать, что дисперсия ошибки будет конечной в случае стохас-
тического векторного экзогенного воздействия типа «окрашенный шум». 

Известно [3, 4, 9], что матрица дисперсий  x tD  (4) вектора состояний линейной непрерывной 

системы (1) типа многомерный вход–многомерный выход, возбуждаемой стохастическим векторным эк-
зогенным воздействием  tw , стационарным в широком смысле, типа «белый шум», определяется мат-

ричным дифференциальным уравнением  

( ) ( ) ( ) T T
x x xt t t  D FD D F GNG ;  

0
(0)x xt

t

D D .  (7) 

Очевидно, в силу стационарности в широком смысле векторного «белого шума»  tw  в случае 

гурвицевости матрицы состояния F  системы (1) матрицы дисперсий  x tD  и  у tD  с течением време-

ни стационаризируются, т.е. выполняются соотношения  

   lim , limx x y y
t t

t t
 

 D D D D . (8) 
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В силу выражений (7), (8) стационарная реализация xD  матрицы дисперсий  x tD  вектора со-

стояний системы (1) будет удовлетворять алгебраическому матричному уравнению Ляпунова 
.T T

x x  FD D F GNG  (9) 

Поставим теперь задачу, опираясь на матричное уравнение Ляпунова вида (9), построить расчет-
ную процедуру для вычисления матрицы дисперсий вектора состояния системы вида (1), возбуждаемой 

 tξ  стационарным в широком смысле стохастическим векторным воздействием типа «окрашенный 

шум». Будем полагать, что «окраска» «белого шума»  tw  при формировании «окрашенного шума» про-

изводится с помощью формирующего фильтра (ФФ), имеющего ВСВ векторно-матричное представление 

         ф ф ф ф ф ф;t t t t t  z Γ z G w ξ C z . (10) 

В ВМО (10) ф ,z ξ  – соответственно вектор состояния и выхода ФФ; ф ф ф, ,Γ G C  – соответственно 

матрицы состояния, входа и выхода ФФ; ф ф ф ф, , , ,l m l l l m m lR R R R R      z ξ Γ G C . 

Чтобы можно было воспользоваться уравнением Ляпунова (9) для вычисления матриц дисперсий, 
сконструируем на паре «ФФ – ЛНС» агрегированную линейную непрерывную систему (АЛНС), возбуж-
даемую стохастическим векторным экзогенным воздействием  tw , стационарным в широком смысле 

[3, 10, 11], типа «белый шум». Для этих целей введем в рассмотрение агрегированный вектор состояния 

АЛНС ф,
T

T T    
x x z , относительно которого на основании (1) с заменой  tw  на  tξ  и (10) можно 

построить векторно-матричное уравнение динамики: 
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 (11) 

В ВМО (11) АЛНС    ф ф

ф0
n l n lR    
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x R   C I ; 

   0 m n lR   C C ;  
ε ф

m n lR      C C C . 

Теперь для системы (11) оказывается справедливым использование уравнения Ляпунова вида (9), 
которое для случая АЛНС записывается в форме 

T T
x x  FD D F GNG     . (12) 

Здесь xD  – стационарная реализация матрицы дисперсий  x tD  агрегированного вектора  tx  состоя-

ний АЛНС (11), определяемая выражениями 
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Запишем матричное уравнение Ляпунова (12) в покомпонентной форме, воспользовавшись пред-

ставлением (13) матрицы дисперсии xD : 
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Покомпонентное перемножение матриц в (14) приводит к системе матричных уравнений 
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  (15) 

Последовательное решение уравнений системы (15) позволяет вычислить матрицу дисперсий xD  

вектора состояния линейной непрерывной системы, возбуждаемой экзогенным стохастическим воздействи-
ем типа «окрашенный шум». Покомпонентный аналог (15) матричного уравнения Ляпунова (12) заметно 
выигрывает у последнего в том, что образующие его матричные уравнения используют матричные компо-
ненты меньшей, чем в (12), размерности, чем гарантируется более высокая вычислительная устойчивость 
их решений за счет снижения числа обусловленности мультипликативных членов. Матрица дисперсий yD  

выхода  ty  ЛНС (1) в составе АЛНС может быть вычислена с помощью соотношений (5) и (8). Матрица 

дисперсий D  вектора ошибки ЛНС (1) в составе АЛНС на основании (11) и (13) вычисляется как 
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Стационаризированная D  реализация матрицы дисперсий  tD  может быть записана в форме 

ф ф ф
ф ф
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D CD C C D C CD С C D C D D CD С C D C  (16) 

Выражение (16) обнаруживает интересный системный результат, состоящий в том, что минимиза-
ция дисперсии ошибки ЛНС при стохастическом экзогенном воздействии типа «окрашенный шум» мо-
жет быть достигнута за счет ковариации векторов состояния ЛНС ФФ. 
 

Основной результат. Формирование корреляционных матриц (функций) линейных непрерывных 
систем на основе их фундаментальных матриц 

 

Введем в рассмотрение корреляционные матрицы векторных переменных линейной непрерывной 
системы вида (1). Тогда, следуя [3, 10, 11], в случае центрированных стохастических экзогенных воздей-
ствий, стационарных в широком смысле, для вектора состояния системы (1) корреляционная матрица 

 x R  получает представления 

       , 0T
x M t t     R x x , (17) 

       , 0T
x M t t     R x x . (18) 

Нетрудно видеть, что для случая 0   оба представления (17) и (18) приводят к равенству 

 x x R D . Корреляционная матрица  y R  для вектора выхода системы (1) получает представления 

              , 0T T T T
y xM t t M t t          R y y C x x C CR C , (19) 

              , 0T T T T
y xM t t M t t          R y y C x x C CR C . (20) 

Для корреляционной матрицы вектора состояния  x R  можно записать  

            , 0T T
x xM t t M e t t e        F FR x x x x D , (21) 

            , 0T T
x xM t t M e t t e          F FR x x x x D . (22) 

В свою очередь, для корреляционной матрицы вектора выхода  y R  на основании (19)–(22) по-

лучим представления 

    , 0T T
y x xe      FR CR C C D C , (23) 

    , 0T T
y x xe      FR CR C C D C . (24) 
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Как указывалось в постановочной части работы, основная пользовательская нагрузка ложится на 
корреляционные матрицы вектора выхода системы, возбуждаемой стохастическим экзогенным воздейст-
вием. В связи с этим в дальнейшем предметом внимания становятся выражения (23), (24) для корреляци-
онной матрицы  y R  вектора выхода системы. На основании (23), (24) необходимо констатировать сле-

дующие положения. 
1. Зависимость корреляционной матрицы от свойств экзогенного стохастического воздействия несет в 

себе матрица дисперсий xD  вектора состояния системы, которая вычисляется или с помощью мат-

ричного уравнения Ляпунова (9) в случае воздействия типа «белый шум», или с помощью системы 
матричных уравнений Ляпунова (15) в случае воздействия типа «окрашенный шум». 

2. Зависимость корреляционной матрицы от динамических свойств непрерывной системы вида (1) оп-

ределяется ее фундаментальной матрицей [10–13] решений     , 0 , 0e e         F FФ Ф  и 

матрицей С  выхода системы. Причем, если система (1) обладает одномерным выходом, то корреля-
ционная матрица выхода становится корреляционной функцией и формируется в силу правила  
[10–12] вычисления свободного движения системы 

     ; 0 ;T
x   κ Fκ κ D C    τ η Cκ ,  (25) 

так что     , 0T
y xe      FR η C D C . 

 

Формирование скалярных корреляционных функций непрерывной системы 
 

Как указывалось ранее, формирование скалярной корреляционной функции непрерывной системы 
может быть осуществлено несколькими способами. Первый способ, основанный на разбиении системы 
на сепаратные каналы, приводит к необходимости рассмотрения непрерывных систем типа одномерный 
вход–одномерный выход, получающих на основании (1) представления 

       ; 0 0;j jt t g t  x Fx G x     ,l
ly t tC x   (26) 

где  ,j jg tG  – соответственно j -й столбец матрицы входа G  системы и j -й элемент векторного экзоген-

ного воздействия  tg , которое в зависимости от задачи исследования удовлетворяет условиям 

       ,t t t t g w g ξ ;  ly t  – l -й элемент вектора выхода, lC  – l -я строка матрицы выхода C ; 

, 1,j l m . Для  ,j l -го сепаратного канала (26), в случае задачи исследования реакции системы на экзоген-

ное стохастическое воздействие типа «белый шум»   tw , становится справедливой система соотношений  
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Для случая возбуждения системы экзогенным стохастическим воздействием типа «окрашенный 
шум»  tξ  получаем следующую систему уравнений для расчета корреляционной функции l -го элемен-

та вектора выхода: 
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Второй способ применяется для случая, когда внешнее стохастическое воздействие является век-
торным, при этом интерес представляют корреляционные функции, формируемые для каждого выхода 
системы. В этом случае математическое обеспечение решения задачи формирования скалярной корреля-
ционной функции непрерывной системы (1) может быть представлено системой матричных соотношений 

       ; 0 0;t t t  x Fx Gg x      ,l
l t ty C x  

где  tg  – векторное экзогенное стохастическое воздействие, которое в зависимости от задачи исследо-

вания удовлетворяет условиям        ,t t t t g w g ξ ;  l ty  – l -й элемент вектора выхода, lC  – l -я 

строка матрицы выхода C ; 1,l m ; при этом в случае    t tg w  

      , , 0
T TT T l l l l

x x yl x xe         FFD D F GNG R C R C C D C , 
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а в случае    t tg ξ  

      

ф ф

ф ф ф

ф ф

T
ф ф ф ф

ф ф

ф ф

,

,

,

, 0

T
z z

T
xz xz z

T T T T
x x xz xz

T Tl l l l
yl x xe 

  

   
    


      
F

Г D D Г G NG

FD D Г GC D

FD D F D C G GC D

R C R C C D C

. 

Третий способ основан на применении сингулярного [6] разложения корреляционной матрицы 

 y R , в соответствии с которым ее можно представить в форме 

       T
y     R U Σ V ,  (27) 

где  U  и  T V  соответственно матрицы левого и правого сингулярных базисов, обладающих свойст-

вом         ,T T     U U U U I          ,T T     V V V V I  для  ; 

             0.5diag :det 0; 1,T
i i i y y i m             Σ I R R ,  i   – сингулярное число матрицы 

 y R . Тогда, в соответствии с (27), становятся справедливыми неравенства 

           min min max maxy y i y           R R V R , 

где  min   и  max   – соответственно минимальные и максимальные сингулярные числа матрицы 

 y R ;  miny R ,  maxy R  – соответственно миноранта и мажоранта корреляционных функций системы 

в пространстве ее выходов. Нетрудно видеть, что миноранта mink  и мажоранта maxk  интервала корреля-

ции k  связаны неравенствами  

         min min min max max maxarg max 0,05 0 arg max 0,05 0k y y k y y k 
          R R R R . (28) 

 

Иллюстративные примеры 
 

В качестве иллюстративного примера рассматривается ЛНС типа одномерный вход–одномерный 
выход, описываемая передаточной функцией (ПФ) 

 
2

1

2 2 2 2

1
,

2 1 2
s T

T s Ts s s


    

     
. (29) 

Представление вида (1) ЛНС с ПФ (28), 

       ; 0 0;t t g t  x Fx G x      ,y t tCx   (30) 

характеризуется матричными компонентами  

 
0 1 0

; ; 1 0 .2 22

   
     

         
F G C  (30) 

В соответствии с разработанной в настоящей работе методологией для формирования корреляци-

онной функции  τyR  вектора выхода для стохастического воздействия  tg , как в случае «белого шу-

ма»    t tg w , так и в случае «окрашенного шума»    t tg ξ , достаточно сформировать автономную 

систему вида (25) и провести ее исследование при начальном состоянии  0 T
xκ D C . 

В случае    t tg w  ставится задача исследовать зависимость вида корреляционной функции от ко-

эффициента демпфирования   ЛНС (29)–(31) в форме    ,y yR R     для трех значений этого коэффици-

ента 1  , 0, 25  , 0,05  . Матрица дисперсий вектора состояния ЛНС при    t tg w  имеет вид 

2

1 0
.

4 0
x

N  
  

   
D  

В случае    t tg ξ , где  tξ  – окрашенный экспоненциально коррелированный шум, формируе-

мый из «белого шума»  tw  с помощью формирующего фильтра с передаточной функцией 

    1

ф ф фW s s


    , ставится задача исследовать зависимость вида корреляционной функции от отноше-
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ния частот ф   в форме    ф,y yR R      для трех значений этого отношения: ф 2   , ф 1  

, ф 0,5    и 0, 25  . Матрица дисперсий вектора состояния ЛНС при    t tg ξ  имеет вид 
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Рис. 1. Графики корреляционных функций при 1   (а); 0, 25   (б); 0,05  (в) 
 

 
Рис. 2. Графики корреляционных функций при ф 2    (а); ф 1    (б); ф 0,5    (в) 

На рис. 1 приведены кривые    ,y yR R     для случаев параметров ЛНС 15 с   и 1   

(рис. 1, а), 0, 25   (рис. 1, б), 0,05   (рис. 1, в). На рис. 2 приведены кривые    ф,y yR R      для 

случаев параметров ЛНС 15 с   и ф 2    (рис. 2, а), ф 1    (рис. 2, б), ф 0,5    (рис. 2, в). 

Из графиков видно, что с уменьшением коэффициента затухания   системы (29) заметно увеличивается 

интервал корреляции k  (28), что следует иметь в виду в случае необходимости организации дополни-

тельной обработки [14, 15] стохастического сигнала на выходе системы. 
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Заключение 
 

Показано, что формирование корреляционных функций линейных непрерывных систем может 
быть осуществлено с использованием фундаментальных матриц их решений, дополненных матричными 
уравнениями Ляпунова для вычисления стационарных матриц дисперсий, позволяющих конструировать 
«начальные» условия этих решений. 
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