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Аннотация 
Рассматриваются стоксовы течения жидкости в областях со сферической и цилиндрической формой границы. По-
добный выбор параметров системы является естественным при моделировании течений в задачах геофизики. Выво-
дятся аналитические решения уравнений Стокса и неразрывности для частных случаев зависимости вязкости и 
плотности от цилиндрических координат. Данные решения задают класс осесимметричных течений, для которых 
вязкость является функцией радиуса. Выводятся аналитические решения уравнений Стокса и неразрывности в сфе-
рической системе координат для частного случая сферически симметричной вязкости. В работе показано, как на ос-
нове данных эталонных решений могут быть построены тестовые задачи для оценки качества работы численных 
алгоритмов. Приведены примеры тестирования многосеточных методов численного решения уравнений Стокса с 
переменной вязкостью в цилиндрической и сферической системе координат. Преимуществом данного подхода к ис-
пользованию эталонных решений является возможность тестировать численные алгоритмы при различных перепа-
дах вязкости и плотности. В работе предложена численная схема для многосеточного метода решения уравнений 
Стокса с переменной вязкостью в сферической системе координат. При построении решения используется последо-
вательность ортогональных смещенных сеток. Качество численной схемы было проверено путем сравнения числен-
ного решения с аналитическим решением тестовой задачи. 
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Abstract 
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Введение 
 

Решения уравнений математических моделей, применяемых в геофизике для описания течения 
земной мантии, как правило, могут быть получены только при помощи численных алгоритмов [1, 2]. Ес-
ли произвести сравнение с прямыми экспериментальными данными невозможно, то появляется необхо-
димость в использовании методов, позволяющих оценивать качество работы численных алгоритмов. Од-
ним из подходов является сравнение нескольких алгоритмов между собой [3, 4]. Другим способом про-
верки является сравнение результата работы алгоритма с эталонными аналитическими решениями неко-
торой тестовой задачи. В ряде работ рассматриваются такие решения для декартовой системы координат 
[5–10]. Значительно меньше внимания уделялось эталонным решениям в криволинейных системах коор-
динат [11, 12], в то время как с вычислительной точки зрения такие случаи являются наиболее сложными.  

Целью настоящей работы является вывод решений системы уравнений Стокса и неразрывности в 
цилиндрической и сферической системах координат для случая, когда вязкость и плотность являются 
функциями радиуса. Следует отметить, что мы находим класс частных решений именно системы уравне-
ний, а не краевых задач. На основе этих решений ставятся тестовые краевые задачи для оценки качества 
работы численных алгоритмов. 

Среди конечно-разностных алгоритмов решения уравнений Стокса одним из наиболее эффектив-
ных является многосеточный метод [13–16]. В данной работе мы также предлагаем реализацию и произ-
водим тестирование численной схемы для многосеточного метода решения уравнений Стокса с перемен-
ной вязкостью в сферической системе координат. 
 

Формулировка задачи 
 

Уравнения Стокса и неразрывности для случая переменной вязкости и плотности имеют вид 
ρ ,G     (1) 

(ρ ) 0 v ,  (2) 

где   – тензор напряжений; ρ  – плотность жидкости; G  – напряженность гравитационного поля, v  – 

вектор скорости. Задача построения эталонных решений сводится к нахождению частных решений сис-
темы уравнений (1)–(2) в цилиндрической и сферической системах координат для таких параметров сис-
темы, при которых вязкость, плотность и напряженность гравитационного поля являются функциями 
координаты r : η η( )r , ρ ρ( )r , ( )G G r . 
 

Решения уравнений в цилиндрической системе координат 
 

В цилиндрических координатах ( , , )r z  тензор напряжений   имеет следующее компоненты: 

1
σ 2η ,  σ 2η ,  σ 2η ,

1 1
σ η ,  σ η ,  σ η ,

r r z
rr zz

r z r z
r rz z

vv v v
P P P

r r r z

v v vv v v v

r r r r z z r




  
 

  
          

   
                           

 

где η  – вязкость жидкости, P  – давление жидкости. 

Будем искать частные решения системы уравнений (1)–(2) (т.е. компоненты скорости и давление)  
в следующем виде: ( )r rv v r , ( )v v r  , ( )z zv v r , ( )P P r . В этом случае уравнения (1) примут 

вид 
1 22η 2η 2η 2η ρ ,r r r r rr v v v r v P G            

1 1 2
φη η η η η ρ ,v r v v r v r v G  

               

1η η η ρ .z z z zr v v v G         

Уравнение неразрывности (2) может быть представлено в форме 
1ρ ρ ρ 0r r rr v v v     . 

Проинтегрировав уравнения, находим компоненты скорости и давление: 

2

1
1

φ 2 3

1
2 1 1 4 2

1

1

1
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5
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1 2( ) (ρ 2η 2η 2η 2η )r r r r rP r G r v v v r v dr         , (4) 

где 

2
1

1 23 3
2 2 11 1

1 1 1
( ) exp

η η

rr

f r dr C dr
r r r

                
  , φ

1

ρ
( )

η( )

r G
C r dr

f f r


  , φ
2

ρ
( )

η( )

f G
C r dr

f f r
 

 . 

Формулы (3)–(4) задают осесимметричные течения для произвольных видов функций вязкости и 
плотности. 

В качестве примера рассмотрим течение с линейной зависимостью вязкости от радиуса 1η a r  и 

постоянной плотностью 2ρ a  в области, заданной неравенствами 1 2r  , 0 1   , 0 1z  . Выбе-

рем частное решение (3)–(4) с параметрами 1 1a  , 2 1a  : 
1

rv r  , 2v rr 
   , 1

zv r  , 1( ) 2P r r ,  (5) 

На рис. 1 показано поле скоростей для решения (5) в декартовой системе координат. Заметим, что 
построенные решения имеют особенность на оси цилиндра, значит, для тестирования можно брать лишь 
области, не содержащие ось. 

 
Рис. 1. Поле скоростей, декартовы координаты 

 

Решения уравнений в сферической системе координат 
 

В сферических координатах ( ,θ, )r   компоненты тензора напряжений σ  выглядят следующим об-

разом: 

θ θ
θθ

θ
θ

θ

1 1
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Будем искать частные решения системы (1)–(2) в следующем виде: ( )r rv v r , θ θ ( ,θ)v v r , 

( , )θv v r  , ( )P P r . В этом случае уравнения (1) значительно упрощаются: 

2 θ
2

θ θ

1 1
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1 1 1
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3
2

2

1 1 sin(θ)
η η sin(θ)

sin(θ) θ θ sin(θ)

sin(θ)
η η ctg(θ) 0.
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Уравнение неразрывности (2) примет вид 

2
θ2

1 1
(ρ ) (ρ sin(θ)) 0.

sin(θ) θrr v v
r rr

 
 

 
 

Для случая, когда вязкость является степенной функцией радиуса η Сr , находим следующие 

частные решения уравнений (1)–(2): 

θ1 θ θ1 1 22 4

1 1
ρ ,  ctg(θ),   sin(θ),

ρ η
rv rv dr v v v r c dr c

r r


 
     

 
   (6) 

2 θ1
θ12 2 2

1 1
( ) ρ 2η η 4η 2η ,r r

r
vv v

P r G r v dr
r r r rr r r

                     (7) 

где 1 2
θ1

C Cv Ar Br  ,  2
1,2

1
( 1) ( 1) 4

2
C          , 3 2 2     или 3 2 2    , A, B ,С  – 

произвольные константы. 
Ввиду особенности решений (6)–(7) возникает необходимость исключать точку 0r   из области, 

в которой рассматривается течение. 
 

Многосеточный метод 
 

Численная схема для решения уравнений Стокса с переменной вязкостью в декартовой системе 
координат описана в [1]. Мы предлагаем аналогичную численную схему для решения уравнений Стокса 
с переменной вязкостью в сферической и цилиндрической системах координат. Данная схема позволяет 
находить численное решение уравнений (1)–(2) в общем случае, а не только ограничиваясь радиальной 
зависимостью параметров. 

Как правило, итерации цикла построения решения многосеточных методов включают три основные 
операции: smoothing (сглаживание), restriction (проекция), prolongation (интерполяция). Сферические коор-
динаты являются ортогональными, поэтому реализация операций проекции и интерполяции не отличаются 
от их реализации для декартовых координат. Рассмотрим более подробно операцию сглаживания. 
 

Метод Гаусса-Зейделя для сферических координат 
 

Операция сглаживания может быть реализована на основе метода Гаусса–Зейделя. Введем трех-

мерную сетку для давления, вязкости, компонент скорости и плотности жидкости. Для уравнения Стокса 

и неразрывности получим следующую итерационную процедуру вычисления давления и компонент ско-

рости в узлах сетки: 

( , , ) ( , , ) ( , , ) , ,η θ ,continuity continuitynew
i j l i j l i j l i j l relaxationP P R  

2
θ, , , , 2

1 1 1
( ) ( sin θ) ( ),

sin θ θ sin θ
continuity continuity

ri j l i j lR R r v v v
r r rr
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( , , )

θ ,
r
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R
v v
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   (8) 

θ

θ
, ,

θ( , , ) θ( , , )
( , , )
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Stokes

i j lnew Stokes
i j l i j l relaxation

v i j l

R
v v
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   (9) 

, ,
( , , ) ( , , )

( , , )

θ ,
Stokes

i j lnew Stokes
i j l i j l relaxation

v i j l

R
v v

C




 


   (10) 

где θ , θcontinuity Stokes
relaxationrelaxation  – коэффициенты релаксации; ( , , )rv i j lC , 

θ ( , , )v i j lC , ( , , )v i j lC


 являются коэффици-

ентами, на которые умножаются значения компонент скорости ( , , )r i j lv , θ( , , )i j lv , ( , , )i j lv  в конечно-

разностной записи уравнений Стокса. Для случая с переменной вязкостью остатки в выражениях (8)–(10) 
примут вид 
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где τ  – девиаторный тензор напряжений. 
Аналогичным образом может быть построена операция сглаживания для многосеточного метода в 

цилиндрической системе координат. 
 

Проверка сходимости численных алгоритмов 
 

Для проверки численной схемы используем сравнение численного решения с аналитическим ре-

шением уравнений (1)–(2). Рассмотрим частное решение (6)–(7): 7 2 7/r rv  , 7 2
θ ctg(θ)v r  , 

5 sin(θ)v r  , 7( ) 1,176 ρ rP r r G r   ( ρ 1 , 10rG  , θ 0G  , 0G  , 3η r ) в области, граница ко-

торой определяется неравенствами 1 2r  , 0,5 θ 1,5  , 0 1   . На границе области зададим значе-

ния для скоростей и давления, равные значениям аналитического решения. Внутри области решим урав-
нения Стокса численно, используя предложенную схему для многосеточного метода в сферической сис-
теме координат. В силу единственности решения численный результат должен совпадать с аналитиче-
ским. Выполнив сравнение этих двух решений, оценим качество численной схемы. Зависимость относи-
тельной ошибки ε , вычисленной с нормой L2, от величины шага сетки d  (в логарифмическом масштабе) 
показана на рис. 2. 

Аналогичным образом произведем тестирование подобной численной схемы многосеточного ме-
тода для цилиндрических координат. Сравним численное решение с аналитическим решением (5) в об-
ласти 1 2r  , 0 1   , 0 1z  . На рис. 3 показана зависимость относительной ошибки ε , вычислен-

ной с нормой L2, от величины шага сетки d  (в логарифмическом масштабе). Положительный наклон 
линий графиков на рис. 2, 3 свидетельствует о сходимости численного решения к аналитическому. 

Разумеется, предложенный метод тестирования не является всеобъемлющим (как, впрочем, и все 
остальные способы тестирования), а дает только необходимое условие правильности работы алгоритма. 
Проверка производится лишь на радиальной зависимости параметров и в областях, не содержащих нача-
ло координат в сферической системе и ось цилиндра в цилиндрической. 

 

 
 

Рис. 2. Зависимость величины относительной ошибки ε  от величины шага: давление (P) – 1; rv  – 2;  

θv  – 3; v  – 4 
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Рис. 3. Зависимость величины относительной ошибки ε  от величины шага: давление (P) – 1; rv  – 2;  

φv  – 3; zv  – 4 
 

Заключение 
 

В настоящей работе были выведены точные аналитические решения для ряда частных случаев 
системы уравнений Стокса и неразрывности с переменными вязкостью и плотностью в цилиндрической 
и сферической системах координат. Данные решения могут использоваться в качестве эталонов при тес-
тировании численных алгоритмов решения уравнений Стокса с переменной вязкостью. Предложена и 
протестирована численная схема для многосеточного метода решения уравнений Стокса с переменной 
вязкостью в сферической системе координат. 
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