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Аннотация 
Предмет исследования. Представлены результаты разработки относительно простого и не требующего 
значительных вычислительных ресурсов метода построения одноэлектронных волновых функций 
многоэлектронных атомов, симметричного по всем электронам моделируемой системы. Развиваемый подход по 
своей точности и ресурсоемкости ориентирован на обеспечение систематических расчетов сечений и констант 
скоростей ионизации, возбуждения, передачи возбуждения и иных элементарных процессов, происходящих с 
атомами и молекулами в результате неупругих столкновений с электронами. Метод. В основу реализованного 
метода была положена совокупность двух итерационных процессов. На первом этапе каждой итерации 
осуществлялось численное решение уравнения Шредингера для радиальных частей волновых функций электрона в 
потенциале самосогласованного поля атомного остатка, варьируемого путем масштабирования аргумента. Второй 
этап состоит в построении нового приближения для поля атомного остатка, использующего найденные решения для 
всех одноэлектронных волновых функций. Для оптимизации решения описанной многопараметрической задачи 
использован генетический алгоритм. Проверка работоспособности разрабатываемого метода осуществлялась в 
результате сопоставления результатов расчета с многочисленными данными об энергиях атомов в основных и 
возбужденных состояниях. Основные результаты. Создана рабочая версия программы для построения наборов 
одноэлектронных волновых функций электронов многоэлектронных атомов и расчета с их помощью сечений и 
констант скоростей столкновительных переходов в рамках первого борновского приближения. При наличии 
априорной информации об энергиях связей для электронов многочастичной системы стало возможным построение 
уточненных полуэмпирических решений для одноэлектронных волновых функций. Полученные результаты 
соответствуют экспериментально полученным собственным значениям энергий. Практическая значимость. 
Предложенное решение дает возможность простой и быстрой подготовки входных данных для численного 
моделирования нелокальной газоразрядной плазмы. Подход ориентирован на расчет разрядов в сложных газовых 
смесях, требующих учета большого числа элементарных столкновительных и радиационных процессов с участием 
тяжелых частиц в различных квантовых состояниях. 
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Abstract 
Subject of Research. The paper deals with development outcomes for creation method of one-electron wave functions of 
complex atoms, relatively simple, symmetrical for all atom electrons and free from hard computations. The accuracy and 
resource intensity of the approach are focused on systematic calculations of cross sections and rate constants of elementary 
processes of inelastic collisions of atoms or molecules with electrons (ionization, excitation, excitation transfer, and others). 
Method. The method is based on a set of two iterative processes. At the first iteration step the Schrödinger equation was 
solved numerically for the radial parts of the electron wave functions in the potential of the atomic core self-consistent field. 
At the second iteration step the new approximation for the atomic core field is created that uses found solutions for all one-
electron wave functions. The solution optimization for described multiparameter problem is achieved by the use of genetic 
algorithm. The suitability of the developed method was verified by comparing the calculation results with numerous data on 
the energies of atoms in the ground and excited states. Main Results. We have created the run-time version of the program 
for creation of sets of one-electron wave functions and calculation of the cross sections and constants of collisional transition 
rates in the first Born approximation. The priori available information about binding energies of the electrons for any many-
particle system for creation of semi-empirical refined solutions for the one-electron wave functions can be considered at any 
step of this procedure. Practical Relevance. The proposed solution enables a simple and rapid preparation of input data for 
the numerical simulation of nonlocal gas discharge plasma. The approach is focused on the calculation of discharges in 
complex gas mixtures requiring inclusion in the model of a large number of elementary collisional and radiation processes 
involving heavy particles in different quantum states. 
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Введение 
 

За более чем полуторавековую историю своего существования (открытие нового состояния веще-
ства датируется 1879 г., введение термина «плазма» 1928 г. [1]) физика низкотемпературной газоразряд-
ной плазмы подошла к новому этапу своего развития [2–4]. Вместе с бурным развитием компьютерных 
технологий начался естественный переход от экспериментального исследования и разработки разнооб-
разных эмпирических моделей, весьма различающихся по количественным и качественным параметрам 
газоразрядных сред, к количественному описанию на базе фундаментальных теоретических подходов и 
численного моделирования. В докомпьютерную эпоху последнее было практически невозможно по ряду 
причин. С одной стороны, большое число конкурирующих между собой в условиях газового разряда 
элементарных радиационных и столкновительных процессов требует использования весьма трудоемких 
методов описания плазмы как многокомпонентной системы, находящейся, как правило, в существенно 
неравновесном состоянии [5–9]. С другой стороны, становящийся популярным в последнее десятилетие 
новый подход к описанию газовых разрядов, основанный на модели нелокальной плазмы, требует учета 
параметров среды в весьма удаленных от рассматриваемой области точках и эффектов миграции этих 
параметров [10–13]. Наконец, количественные модели перечисленных процессов требуют знания кон-
кретных значений вероятностных характеристик учитываемых элементарных процессов. Несмотря на 
развернутую работу по сбору и систематизации экспериментального материала по элементарным столк-
новительным и радиационным процессам и создание баз данных с их вероятностными характеристиками 
(см., например, [14]), построение конкретных плазмохимических моделей с соответствующей физиче-
ским соображениям номенклатурой элементарных процессов, как правило, существенно ограничивается 
неполнотой доступного набора достоверных экспериментальных данных [9]. В этой связи использование 
теоретических данных для сечений и констант скоростей столкновительных процессов не утрачивает 
своего значения для физики плазмы, а развитие достоверных и относительно простых методов таких 
расчетов приобретает дополнительную актуальность. 

Дополнительным стимулом для развития компьютерного моделирования неравновесной плазмы 
является ее расширяющееся применение в разнообразных современных технических приложениях, по-
зволяющее говорить о переходе от века химических технологий к новой эпохе плазменных технологий. 
На фоне многочисленных применений газоразрядной плазмы весьма перспективными выглядят исследо-
вания по ее использованию в медицине [15–17], пищевой промышленности [18], химическом анализе и 
экологическом мониторинге [19] разрядов с управляемыми характеристиками, зажигаемых в воздушных 
смесях при атмосферном давлении. Создание таких разрядов практически не требует специального обо-
рудования и способно обеспечить мягкое (щадящее) воздействие на обрабатываемые объекты. Наиболее 
простыми и удобными вариантами практического использования низкотемпературной плазмы в указан-
ных областях является ее генерация в атмосферных микроразрядах или в струях инертных газов, инжек-
тируемых в воздух. Использование таких разрядов требует управления их свойствами и мониторинга в 
условиях, сильно затрудняющих стандартные плазменные измерения. Заменяющие же их численные мо-
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дели разрядов [20, 21] в сложных газовых смесях при высоких давлениях требуют больших объемов ин-
формации о разнообразных элементарных процессах. 

Расчет вероятностей радиационных процессов, сечений столкновительных переходов и соответст-
вующих констант скоростей плазмохимических реакций является одной из наиболее традиционных и 
развитых областей квантовой механики [22] и с точки знания фундаментальной теории может считаться 
задачей, разработка которой практически завершена. Однако в задачах подготовки данных для система-
тических расчетов кинетики нелокальных плазменных сред использование методов, соответствующих 
традиционной для сегодняшнего уровня развития точности, вряд ли всегда оправдано. Во-первых, их 
вычислительная трудоемкость, вполне приемлемая для расчетов одиночных или группы сходных про-
цессов, оказывается весьма ощутимой при подготовке данных для популярных сегодня развитых много-
канальных плазмохимических моделей. Во-вторых, учет большой совокупности близких по вероятности 
процессов априорно снижает требования точности вычисления каждого из них в отдельности. 

Таким образом, на современном этапе развития моделирования сложных для анализа многоком-
понентных нелокальных плазменных сред требуется адаптация весьма широкого набора развитых кван-
тово-механических подходов к задаче создания вычислительных сред для вариативных расчетов харак-
теристик элементарных плазменных процессов, достаточно универсальных и доступных широкому кругу 
специалистов в области атомно-молекулярной физики. 

Столкновения между тяжелыми частицами (атомами и молекулами) играют существенную роль 
лишь при передаче возбуждения между близко расположенными уровнями (высоковозбужденными или 
колебательно-вращательными состояниями молекул) и, как правило, не играют решающей роли в цепоч-
ках процессов, приводящих к обеспечивающей горение разряда ионизации. Наиболее важное исключе-
ние составляет пенинговская ионизация, возникающая при столкновениях тяжелых структурных частиц, 
суммарная внутренняя энергия которых достаточна для ионизации одной из них. В подавляющем боль-
шинстве случаев в кинетике низкотемпературной плазмы ключевую роль играют столкновения атомов с 
электронами (ионизация и возбуждение электронным ударом, перемешивание возбужденных состояний 
электронами и т.д.), а также  радиационные процессы. В обоих случаях достаточную для плазменных 
приложений точность обеспечивает соответствующий первому порядку теории возмущений метод Борна 
[23], в рамках которого волновые функции участвующих в процессах несвязанных бесструктурных час-
тиц (электронов при столкновениях и фотонов в случае излучения и поглощения света) аппроксимиру-
ются плоской волной. 

Являясь приближением первого порядка теории возмущений, метод Борна дает вполне удовлетво-
рительное описание для важных для кинетики плазмы процессов возбуждения на «оптически-
разрешенных» переходах (ΔL = ±1, ΔS = 0) и ионизации электронным ударом атомов из основного со-
стояния. Его модификации (использование процедуры нормировки, приближенный учет вкладов второго 
порядка теории возмущений и обменных эффектов) позволяют получать вполне приемлемые по точно-
сти для практики плазмохимических расчетов результаты как для сечений столкновительных переходов 
между возбужденными уровнями, так и для «оптически запрещенных» (ΔL ≠ ±1) и интеркомбинацион-
ных (ΔS ≠ 0) переходов [24, 25]. 

Важными для задач физики нелокальной плазмы преимуществами метода Борна являются его от-
носительные универсальность, простота и открытость для уточнений и расширений, не требующих су-
щественно усложненных вычислительных процедур (нормировка сечений, учет искажения волн, учет 
обменных процессов и вкладов процессов, соответствующих более высоким приближениям теории воз-
мущений) [23]. 

В простейшем варианте расчетов в рамках первого борновского приближения полное сечение σВ 
столкновительного перехода между состояниями атома γ0 и γ′ при электронном ударе вычисляется как 
сумма вкладов парциальных сечений σχ: 

0
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каждое из которых вычисляется интегрированием матричного элемента перехода Rχ по переданному им-
пульсу q, определяемому начальным (k) и конечным (k′) импульсами вызывающего переход электрона: 
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где a0 – первый борновский радиус, в единицах которого измеряется переменная интегрирования r, опи-
сывающая расстояние от ядра до текущей точки пространства. 

В приведенных соотношениях (1) и (2) k и k′ – импульсы свободного электрона до и после столк-
новения с атомом соответственно; Rnl (r) – радиальные части одноэлектронных волновых функций изме-
няющего свое состояние (задаваемое квантовыми числами n и l) оптического электрона; jχ (qr) – сфери-
ческая функция Бесселя порядка χ. Вычисление угловых интегралов выполняется с помощью стандарт-
ного аппарата nj-символов. 
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В случае учета во втором порядке теории возмущений переходов через промежуточные («вирту-
альные») состояния возникают важные для «оптически запрещенных» столкновительных переходов по-
правки. Аналогичные по точности приближениям (1)–(2) формулы для вычисления дополнительных 
вкладов второго и более высоких порядков теории возмущений оказываются весьма громоздкими и тре-
буют знания волновых функций не только начального и конечного, но и всех промежуточных («вирту-
альных») состояний [26]. 

Центральной по трудоемкости и сложности процедурой в расчетах сечений является построение 
радиальных частей волновых функций совершающего переход электрона. 

Традиционным для современной атомно-молекулярной физики методом решения задачи построе-
ния волновых функций электрона в многоэлектронном атоме [27] является подход, развитый Хартри и 
Фоком еще в первой половине ХХ века и состоящий в поиске стационарных состояний электронов в са-
мосогласованном поле остальных частиц [28–30]. Последний требует достаточно ресурсоемких вычис-
лений, точность результатов которых нередко оказывается завышенной по сравнению с ошибками, свя-
занными с упрощениями, обусловленным дефицитом информации о вероятностях элементарных процес-
сов плазмохимических моделей. В настоящей работе описан предложенный авторами вариант построе-
ния полуэмпирических одноэлектронных волновых функций многоэлектронных атомов, не требующий 
больших затрат вычислительных ресурсов, и приводятся результаты его тестирования в ходе расчетов 
атомов с зарядом ядра Z < 12. 

 

Метод построения полуэмпирических волновых функций 
 

В 70-х годах ХХ века был предложен и развит более простой полуэмпирический метод [31], реа-
лизующий подстановку экспериментального значения обычно известной из эксперимента энергии изме-
няющего свое состояние электрона («оптического электрона») в качестве собственного значения, в урав-
нение Шредингера. Описанный приближенный подход позволяет избежать решения многопараметриче-
ской задачи, существенно облегчает процедуру расчетов и по настоящее время используется в практике 
решения прикладных задач. 

В стандартных подходах радиальная часть волновой функции внешнего («оптического») электро-
на Rnl (r) получается в результате численного интегрирования уравнения Шредингера 
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где 
ζ( )r

r
 – эффективный потенциал атомного остатка; W – собственное значение энергии. Последнее 

должно выбираться таким образом, чтобы рассчитываемая в результате интегрирования радиального 
уравнения волновая функция стремилась к нулю на бесконечности, совершив при этом n – l – 1 осцилля-
цию [32]. Асимптотическое поведение радиальной части волновой функции на больших и малых рас-
стояниях следует из непосредственного анализа (3): 
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Основной проблемой поставленной задачи является нахождение потенциала атомного остатка, 
приближенный расчет которого даже в случае предположения о сферически симметричном распределе-
нии его заряда требует знания волновых функций внутренних электронов. 

Для приближенного вычисления потенциала атомного остатка может использоваться простая ап-
проксимация, использующая аналитически описываемые водородоподобные волновые функции: 

 ( ) ( )exp exp( )m
nl m

m

R r g r kr a r kr
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соответствующие уравнению (3), в котором эффективный заряд принят равным заряду ядра Ϛ(r) = Z, а 
коэффициенты am полинома g(r) вычисляются по точному для атома водорода рекуррентному соотноше-
нию  
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 (5) 

где δl,0 – символ Кронекера в случае дискретного спектра начальных состояний и дельта-функции для 
непрерывного спектра. 

Как известно, в случае движения в кулоновском потенциале, соответствующем учету только взаи-
модействия электронов атомного остатка с точечным ядром, выбор значений для k = Z/n (n – натураль-
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ное) приводит к обрыву ряда g(r) на слагаемом с конечным номером m = n – 1, что, в свою очередь, обес-
печивает квадратичную интегрируемость конструируемых волновых функций на бесконечности. 

Соответствующие так построенным волновым функциям энергии связи электронов атомного ос-
татка многоэлектронного атома Wn = Z/(2n2) лишь приближенно соответствуют реальным значениям из-
за возмущения кулоновского поля ядра вкладами от остальных электронов. В этой ситуации разумным 
приближением является переход к эффективному главному квантовому числу, связанному с эксперимен-
тальным значением энергии связи соотношением, аналогичным получаемому для водородоподобных 
ионов, n*= (–Z/2Wэкспер)

1/2. Приближенные выражения для волновых функций электронов атомного остат-
ка строятся аналогично (5), но с использованием эффективного значения k* = Z/n*. При этом очевидно, 
что автоматического обрыва ряда g(r) за счет обращения в нуль коэффициента в рекуррентном соотно-
шении (5) не происходит, но в выражении для g(r) искусственно сохраняются лишь слагаемые, присутст-
вующие в аналогичном выражении для соответствующей волновой функции водородоподобного иона. 
Другой способ приближенного задания потенциала атомного остатка основан на использовании полуэм-
пирических безузловых функций Слеттера, строящихся на базе водородоподобных волновых функций 
(4) для l = n –1, путем введения в них эффективных квантовых чисел и экранировочных постоянных [26]. 

Наконец, в случае атомов с настолько большим числом электронов, что значимость индивидуаль-
ных особенностей их волновых функций становится малосущественной, моделью атомного остатка мо-
жет служить электронный ферми-газ, удерживаемый вблизи ядра его электрическим полем. В рамках 
этого приближения потенциал атомного остатка может быть найден в ходе численного интегрирования 
уравнения Томаса–Ферми [33]. 

Все перечисленные методы и их комбинации позволяют получить весьма приближенные выраже-
ния для потенциала атомного остатка, входящего в уравнение Шредингера для оптического электрона. В 
такой ситуации стандартная для квантовой механики процедура численного решения уравнения (3) с 
одновременным поиском энергии как собственного числа задачи, обеспечивающего асимптотическое 
стремление к нулю волновой функции на больших расстояниях, представляется малоэффективной. Прак-
тика численных решений подобных уравнений показывает, что, начиная с некоторых значений, решение 
начинает расходиться не только из-за неточного задания потенциала, но и по таким количественно менее 
значимым причинам, как ограниченная точность машинных вычислений. В этой связи в [31] был развит 
весьма элегантный метод построения полуэмпирических волновых функций оптического электрона, ос-
нованный на использовании, как правило, известной из эксперимента энергии связи оптического элек-
трона. При этом варьированию подвергается масштабный множитель ω, вводимый в выражение для по-
тенциала приближенно найденного атомного остатка Ϛ(r/ω) и задающий вид его координатной зависи-
мости. Оптимизация выбора варьируемого множителя ω достигалась в результате поиска значения, обес-
печивающего максимальное удаление от связанного с атомным ядром начала координат точки начала 
расходимости rmax, содержащего нужное число нулей решения для уравнения (3) с перемасштабирован-
ным эффективным потенциалом. 

Сказанное иллюстрирует рис. 1, где приведены весьма характерные результаты основных этапов 
расчета радиальной части одноэлектронной волновой функции 31Р1 состояния атома He I. На графике 
(рис. 1, а) представлен результат расчета эффективного заряда атомного остатка, найденного с помощью 
водородоподобной волновой функции невозбужденного 1s-электрона Не I. Вид волновой функции воз-
бужденного электрона на 3p-оболочке, построенной для значения ω = 1,021, на котором была прервана 
итерационная процедура, приведен на графике (рис. 1, б). Начало расходимости решения соответствует 
точка rmax≈ 5,8 a0. На графике (рис. 1, в) приведен окончательный результат расчета радиальной функции 
возбужденного электрона. Последняя получена в результате отбрасывания «хвоста» решения за точкой 
начала расходимости, его замены на гладко подшитое экспоненциально затухающее асимптотическое 
решение, а также нормировки  полученного результата. 

 

     
 а б в 

 

Рис. 1. Этапы численного расчета волновой функции возбужденного электрона атома гелия в 31Р1  

состоянии: расчет потенциала атомного остатка (а); результат численного интегрирования  
радиального уравнения Шредингера с перемасштабированным потенциалом атомного остатка (б);  

окончательный вид нормированной одноэлектронной волновой функции (в). Расстояния и эффективный 
заряд атомного остатка даны в атомных единицах, ненормированные волновые функции –  

в относительных единицах 
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Характерной чертой описанного подхода является явная асимметрия процедуры расчета волновых 
функций многоэлектронных атомов. В случае находящегося в возбужденном состоянии оптического 
электрона подобный подход кажется в определенной мере оправданным и неоднократно использовался 
авторами при расчетах сечений столкновительных переходов между высоковозбужденными уровнями 
атомов [34]. При расчетах же сечений и скоростей переходов из основных состояний (особенно в случае 
возбуждения одного электрона из группы эквивалентных частиц) указанная особенность расчета начина-
ет выглядеть как недостаток. Кроме того, при систематических разработках сложных многоканальных 
плазмохимических моделей периодически возникают ситуации, в которых достоверная информация об 
энергиях связи оптического электрона отсутствует или труднодоступна. Получаемые в этом случае вол-
новые функции оказываются заведомо искаженными. 

Предлагаемый подход является обобщением рассмотренного выше метода построения полуэмпи-
рических волновых функций возбужденного электрона. Его отличительной особенностью является вы-
числение волновых функций в итерационно корректируемом самосогласованном поле, выполняемое не 
только для оптического электрона, но и для всех остальных электронов, формирующих атомный остаток. 
В зависимости от наличия экспериментальной или иной достоверной информации об энергиях связи од-
ного или нескольких электронов многоэлектронного атома возможен ее учет путем фиксации этих энер-
гий в ходе выполнения итерационной процедуры. Если же значение энергии электрона неизвестно, что 
достаточно характерно для внутренних электронов атомного остатка, оно получается в результате рабо-
ты стандартной процедуры последовательных итераций. 

В ходе итерационной процедуры, симметричной по всем электронам моделируемого многоэлек-
тронного атома, строятся оптимальный набор значений модулей эффективных значений k*

j = 1/nj
* (nj

* – 
эффективное главное квантовое число, соответствующее энергии рассматриваемого электрона много-
электронного атома) и массивы значений радиальной составляющей волновой функции, соответствую-
щей этому значению. Критерием успешности является сходимость вектора K*= {k*

nl} и стабилизация 
матрицы значений волновых функций R= {Rnl(r)}. 

Для каждой из электронных оболочек многоэлектронного атома с текущим номером p, характери-
зуемой парой квантовых чисел p = (n, l) и числом расположенных на ней электронов ap, на каждом шаге 
оптимизации решения для всего атома решалась следующая промежуточная задача вычисления элемента 
массива R: 
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 (6) 

В системе уравнений (6) через Up(r) обозначен потенциал самосогласованного поля в точке нахо-
ждения рассматриваемого электрона из оболочки с номером p, создаваемый всеми заряженными части-
цами атома, кроме него, через φp(r) – потенциал, создаваемый рассматриваемой частицей в текущей точ-
ке пространства. 

При интегрировании уравнения (6) применялся разностный метод. Область интегрирования раз-
бивалась на N = 200000 интервалов с самонастраиваемым шагом интегрирования (начальное значение  
dr = 0,015 в атомных единицах системы Хартри). Использованный итерационный процесс описывается 
следующей схемой: 
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где Pnl(i) – значение искомой функции в текущей точке; dRnl(i) и d2Rnl(i) – величины ее первой и второй 
производных соответственно. Начальные значения задавались в виде Rnl(0) = δl0 , dRnl(0) = 1, d2Rnl(0) = 0. 
Вид вычисляемых таким образом функций определялся потенциалом и конфигурацией центрально сим-
метричного поля Unl(i). Начиная с некоторого шага i, результат численного интегрирования начинал совпа-
дать с искомой радиальной частью Rnl(j) независимо от начальных значений. Проведение обратной итера-
ционной процедуры обеспечивало совпадение с Rnl(i) численных значений в начальных точках i = 0, 1, 2. 

Варьирование определяемых в ходе решения задачи энергий связи каждого из электронов атома 
Wnl = – (1/2)/(n*)2 (или связанного с эффективным квантовым числом параметра k*

nl = 1/n*) приводит к 
изменениям соответствующих одноэлектронных волновых функций, числа нулей и положений послед-
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них. В рамках реализованного алгоритма целевым критерием для отбора Wnl было выбрано условие мак-
симального удаления от начала координат (ядра) точки начала расходимости решения уравнения (6), 
конструируемого для каждого из электронов на текущей итерации построения самосогласованного ре-
шения. Набор таких максимумов является приближением к множеству собственных значений энергии 
Wnl, а волновые функции, рассчитанные при этих значениях с помощью итерационной процедуры (7), – к 
собственным волновым функциям данной системы уравнений. Представляется уместным остановиться 
подробнее на процедуре поиска оптимальных наборов для массивов K* (или W) и R. 

Так организованный процесс счета позволяет находить волновые функции как для атомов в ос-
новных состояниях, так и для возбужденных состояний и ионов. Проведенное тестирование соответст-
вующей программы показало, что для достижения устойчивого решения для атомов с 1 < Z < 10 требует-
ся 2–8 итераций, что соответствует времени счета 0,5–5 мин на персональном компьютере. Возрастание 
порядкового номера атома приводит к монотонному увеличению и числа итерации, и времени вычисле-
ний. Это обусловило создание библиотеки волновых функций, автоматически пополняемой в ходе моде-
лирования электронных состояний атомов. 

 

Использование генетических алгоритмов для нахождения собственных значений энергии 
 

Как было показано, при фиксированном значении энергии Wp электрона рассматриваемой оболоч-
ки c заданным набором квантовых чисел p = (n, l) радиальная составляющая Rp отыскивается с использо-
ванием разностных методов, например, по (7). В этом случае каждая радиальная составляющая будет 
находиться в виде массива значений {Rp(ri)}. Варьирование значения Wp = Wp

(j) задает номер итерации 
при поиске Wp и позволяет определить пару «собственное значение – собственная функция» (Wp

(j); 
{Rp(ri)}

(j)) в том случае, если они удовлетворяют определенным критериям оптимизации. В рассматри-
ваемой задаче таким критерием служило значение, при котором достигался локальный максимум для 
координаты точки начала расходимости решения (rmax)p функции {Rp(ri)}

(j), зависящей от выбора Wp
(j). В 

общем случае нахождение таких значений требует заметных затрат вычислительного времени и ресурсов 
компьютера, особенно в случае атомов с большим числом электронов. 

Для сокращения времени вычислений было принято решение использовать генетический алгоритм 
при нахождении собственных значений энергии [35]. К настоящему времени уже накоплен определен-
ный положительный опыт использования генетических алгоритмов при решении уравнения Шредингера. 
Однако до сих пор преимущественно рассматривались легкие атомы с небольшим числом электронов. 
Описанная же схема ориентирована на поиск оптимального решения для атомов с практически произ-
вольным числом электронов. 

В общем случае решением для выбранной конфигурации атома будет являться вектор значений 
энергий электронов в каждой из оболочек p. Специфика данной задачи не позволяет сформулировать ее 
как задачу нахождения единичного оптимального значения: любой набор значений энергий W, содержа-
щий собственные значения энергии, будет отвечать критериям локальной оптимальности. При исследо-
вании разности таких векторов W1 – W2 окажется, что они близки в компонентах, отвечающих внутрен-
ним уровням энергии, и существенно различаются в компонентах, отвечающих внешним слоям. Для вы-
бора отвечающего рассматриваемой электронной конфигурации искомого вектора энергий электронов на 
оболочках необходимо иметь весь набор этих векторов. В результате при решении поставленной задачи 
использовалось сочетание разностной схемы для нахождения {Rp(ri)}

(j) и генетического алгоритма для 
нахождения набора энергий. 

Для идентификации собственных значений строилась функция rmax(knl), такая, что при r < rmax ре-
шение Rnl является ограниченным, а при r > rmax – неограниченно и монотонно возрастающим по модулю. 

Типичный график зависимости rmax(k), где /13, 4 (эВ)k W , представляет собой набор сравнительно 

узких максимумов (рис. 2). 
 

 
 

Рис. 2. Пример зависимости rmax(knl) 
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Критерием того, что определяющая собственное значение энергии Wnl величина варьируемого па-
раметра kp найдена правильно, является факт соответствия локальному максимуму координаты точки 
начала расходимости, получаемой в ходе численного интегрирования (7) функции Rnl. Таким образом, 
целевой функцией, определяющей экстремум, будет экстремум (минимум) второй производной функции 
rmax(kp), приближенно оцениваемый последовательностью параметров Ci , 

       3 2 3 2 2 1 2 1

3 1

/ /i i i i i i i i
i

i i

r r k k r r k k
C

k k

    



, 

вычисляемых для наборов из трех пробных значений kj1 < ki2 < ki3,, выбираемых в областях вблизи каждой 
из точек особенностей функции rmax(kp). Соответствующее собственному значению энергии Wp прибли-
женное значение kp отыскивается в результате итерационного сжатия задаваемой тройкой приближенных 
значений области, окружающей искомое значение очередного собственного числа. После идентифика-
ции так найденного значения kp окружающая его просканированная область исключается из дальнейшего 
рассмотрения. 

После завершения процедуры поиска всех собственных значений энергии электрона в приближен-
но заданном эффективном потенциале осуществляется выбор нужного значения энергии и соответст-
вующего ему массива значения волновой функции для рассматриваемого стационарного состояния, за-
даваемого совокупностью квантовых чисел p = (n, l). 

В ходе поиска оптимальных значений kp для каждого стационарного состояния каждого из элек-
тронов атома использовался генетический алгоритм. Представленный в виде бинарного кода Грея набор 

 1 2 3[ , , ]i i ik k k  давал хромосому, участвующую в генетическом отборе. При поиске участка, содержащего 

экстремум, создавалась популяция численности N=100. Отбор проводился попарным сравнением целе-
вых функций у двух случайно отобранных особей. Так как интервалу, содержащему экстремум, соответ-
ствовали Ci < 0, более подходящими оказались хромосомы с наименьшим значением. В среднем после 
50–100 скрещиваний хромосома с наименьшей целевой функцией соответствовала интервалу, содержа-
щему собственное значение параметра k. Для нахождения собственных значений выделялась область, в 
которой Cj < –2 ·106. 

Дальнейшее осуществление отбора в соответствии с наилучшей функцией Ci приводит к гаранти-
рованному схождению последовательности к собственному значению k, однако более быстрым в этой 
ситуации оказывается алгоритм деления отрезка на 10. В том случае, если после 50 скрещиваний не на-
ходился участок, соответствующий установленному критерию, зона отмечалась как не содержащая соб-
ственного значения. После того, как было найдено n+l собственных значений на [ ; ]nli nlik k  , значение 

knli принималось в качестве искомого собственного значения. Такая процедура позволяет найти собст-
венные значения энергии с точностью 15%, что определяется выбранной моделью, исключающей поля-
ризацию атомного остатка. Частичная подстановка в пространство поиска экспериментально измеренных 
значений Wnlij позволяет существенно повысить точность модели. 

 

Результаты и их обсуждение 
 

Тестирование описанной процедуры осуществлялось в ходе расчетов энергий основных и возбуж-
денных состояний многоэлектронных атомов. Во всех тестах получено хорошее согласие результатов 
расчетов с опубликованными данными измерений или более строгой численной модели. 

Описанный алгоритм был реализован на языке Basic. Тестовые вычисления проводились на ком-
пьютере с процессором Intel(R) Core(TM) I5-2537M CPU 1.40GHz, память 4 GB. Время вычисления варь-
ировалось от нескольких секунд для атомов H и He до двух часов для сложных многоэлектронных ато-
мов типа урана. Количество циклов последовательных приближений, после которых каждая из волновых 
функций менялась менее чем на 0,001, также варьировалось от двух циклов для H до 50 для Cu. При уве-
личении заряда ионов и сокращения числа электронов, для которых оптимизировались волновые функ-
ции, время расчета сокращалось. Практика вычислений показала независимость получаемых волновых 
функций от начальных значений. Форма волновой функции полностью определяется уравнением для 
потенциала U(r) и значениями n и l, которые перестраивают начальную волновую функцию под ту, кото-
рая должна соответствовать уравнению Шредингера с выбранными параметрами U(r), n, l, W. 

Примеры графиков зависимости радиальной составляющей nlR  от r для различных состояний 

атомов гелия и фтора и их сравнение с радиальной функцией при тех же n, l для атома водорода пред-
ставлены на рис. 3 и 4. 

В качестве проверки реализованного итерационного подхода был выполнен тестовый расчет энер-
гий ионизации основных состояний многоэлектронных атомов, имеющих группы эквивалентных элек-
тронов. При расчете не использовалось никаких априорных или экспериментальных данных об элек-
тронных оболочках атомов. Результаты расчетов энергии ионизации атомов из основных состояний вме-
сте с соответствующими экспериментальными значениями приведены в таблице. Для проверки точности 
расчета формы радиальной составляющей волновой функции проводилось сравнение результатов для 
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атома водорода с результатами, полученными по хорошо известному рекуррентному соотношению (5). 
Расхождение по модулю составило менее 0,001, что было признано хорошим приближением для данного 
типа вычислений. 

Расчет ненормированных борновских сечений по формулам (1)–(2) с использованием разработан-
ных методов при сравнении с экспериментальными значениями привел к стандартным для такого вида 
расчетов завышениям, не превышающим 20%. При переходе к использованию полуэмпирических волно-
вых функций, отвечающих экспериментальным значениям энергий оптического электрона, расхождение 
результатов уменьшалось в 1,5–2 раза. 

 

 
 

Рис. 3. Радиальная часть волновой функции электронов 2p-оболочки нейтрального атома фтора (F I) 
 

Элемент Eэксп, эВ Eрасчет, эВ 
(Eэксп–Eрасчет)/ Eэксп, 

% 
H 13,6 13,54 0,44 
He 24,6 24,8 –0,81 
Li 5,4 4,77 11,67 
Be 9,3 7,81 16,02 
B 8,3 6,15 25,90 
C 11,3 8,2 27,43 
N 14,5 10,23 29,45 
O 13,6 12,32 9,41 
F 17,4 14,5 16,67 

Na 5,1 4,47 12,35 
 

Таблица. Сопоставление результатов расчетов энергии ионизации атомов 1–3 групп  
с экспериментальными данными 

 

Также были выполнены тестовые расчеты энергий возбужденных состояний атома гелия. Найден-
ные значения энергии W всегда оказывались лежащими между экспериментальными значениями энер-
гий, соответствующих синглетным и триплетным возбужденным состояниям атома. Последнее полно-
стью соответствует ожиданиям для результатов расчетов, не учитывающих обменные эффекты. 

Приведенные на графиках (рис. 4) результаты систематических расчетов волновых функций лег-
ких атомов в основных и возбужденных состояниях демонстрируют качественно правильную динамику 
изменения волновых функций по мере увеличения энергии оптического (возбужденного) электрона. Как 
и ожидалось, волновая функция оптического электрона по мере роста энергии состояния приближается к 
ридберговски подобной. Одновременно с этим процессом волновые функции атомного остатка посте-
пенно «прижимаются» к ядру, что обусловлено уменьшением эффектов его экранирования электронами 
атомного остатка. 

Предложенный вариант построения радиальных частей одноэлектронных волновых функций мно-
гоэлектронных атомов основан на сходной по идеологии с методом Хартри–Фока итерационной проце-
дуре. Метод симметрично включает процедуры поэтапного уточнения результатов для всех электронов 
атома (как оптических, так и составляющих атомный остаток). Разрабатываемый вариант дополнительно 
допускает также симметричный учет в ходе итераций эмпирических данных об энергиях связи любого из 
входящих в систему электронов или их группы. При разработке метода соотношение между его ресурсо-
емкостью и точностью выбирается исходя из практических потребностей подготовки входных данных 
для численного моделирования газовых разрядов, качество результатов которого определяется компро-
миссом между точностью решения задач о вероятностях включаемых в плазмохимическую модель про-
цессов и количеством этих процессов, учитываемых при моделировании кинетики плазмы с помощью 
гидродинамических уравнений. 
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Рис. 4. Радиальные части волновых функций оптического электрона в атоме Не I в основном и первых 
возбужденных состояниях (сплошные линии) и аналитически рассчитанные волновые функции для 

электрона в соответствующем состоянии атома водорода (штриховые линии) 
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Заключение 
 

На базе разработанных алгоритмов создан рабочий макет программного кода, расчеты по которо-
му не требуют значительных вычислительных ресурсов, а при необходимости выполнения систематиче-
ского моделирования большого числа элементарных процессов, учитываемых в плазмохимических мо-
делях, допускают простое и естественное распараллеливание вычислений. Использование генетических 
алгоритмов для оптимизации решения в случае расчетов атомов с большим числом электронов заметно 
ускоряет сходимость итерационной процедуры. Тестовые расчеты, выполненные для проверки созданно-
го программного модуля и алгоритмов его функционирования, состояли в определении энергий основ-
ных состояний многоэлектронных атомов с группами эквивалентных электронов на внешних оболочках. 
Результаты, полученные без использования какой-либо дополнительной эмпирической информации об 
энергиях групп электронов облака, согласуются с экспериментальными в пределах точности, приемле-
мой для входных данных для численного моделирования кинетики неравновесных плазм. Построенные 
таким образом волновые функции используются в качестве входных данных для разрабатываемых про-
граммных модулей расчетов сечений и констант скоростей элементарных процессов с участием электро-
нов и атомов в рамках «обобщенного метода Борна» [24]. Последний, наряду со стандартными расчетами 
оптически разрешенных столкновительных переходов в первом порядке теории возмущений, включает 
учет существенно более ресурсоемких процедур: нормировку сечений, учет обменных процессов и вы-
числения вкладов от переходов через промежуточные («виртуальные») состояния, учитываемых во вто-
ром и более высоких приближениях. Точность перечисленных процедур зависит от числа дополнитель-
ных (т.е. не являющихся исходным и конечным для рассматриваемого процесса) состояний, что требует 
решения большого числа задач по построению волновых функций и делает практически безальтернатив-
ной идею использования упрощаемых без существенной потери точности вариантов их нахождения. На-
конец, развиваемый полуэмпирический подход допускает свое развитие в область построения волновых 
функций оптических электронов простых молекул, информация о скоростях электронного возбуждения 
и ионизации которых крайне необходима для моделирования плазм газовых разрядов в воздушных и 
иных важных для приложений газовых смесях. 
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