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Аннотация 
Предмет исследования. Приведено описание волновой аберрации оптической системы при помощи полиномов 
Цернике. Выполнен поиск удачного расположения исходных точек (координат лучей на входном зрачке оптической 
системы) для аппроксимации методом наименьших квадратов. Рассмотрены шесть возможных вариантов такого 
распределения, сделаны выводы об их преимуществах и недостатках. Методы. Сущность метода заключается в 
исследовании различных распределений лучей по входному зрачку, позволяющих достичь требуемой точности при 
минимальном количестве лучей. Основные результаты. В результате выполненной работы исследованы различные 
варианты распределения точек (координат лучей) на входном зрачке оптической системы. Выполнено сравнение 
среднеквадратического отклонения исходного волнового фронта от восстановленного после аппроксимации 
полиномами Цернике методом наименьших квадратов. Определена методика распределения точек с наилучшей 
сходимостью. Практическая значимость. Исследуемые распределения точек могут использоваться при вычислении 
хода лучей через оптическую систему для последующего восстановления и описания волнового фронта полиномами 
Цернике. Использование оптимального распределения точек позволяет уменьшить требуемое для восстановления 
волнового фронта количества лучей, что существенно увеличивает скорость вычислений. 
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Abstract 
Subject of Research. The paper deals with description of optical system wave aberration by Zernike polynomials. We 
perform the search of suitable point distribution (real ray coordinates on optical system entrance pupil) for the least squares 
method approximation. Six possible types of distribution are considered. The conclusion on their advantages and 
disadvantages is drawn. Method. The method essence lies in various types of distribution research for real rays on entrance 
pupil that allow for necessary accuracy with minimum rays number. Main Results. We compare standard deviation between 
the reference wave front and result wave front after approximation by Zernike polynomials by the least squares method for 
several types of point distribution (real ray coordinates) on optical system entrance pupil. The best types of distribution with 
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maximum convergence are determined. Practical Relevance. The discussed distribution of points can be useful for ray 
tracing calculation through optical system for the further wave front reconstruction by Zernike polynomials. The usage of 
optimal point distribution can reduce the number of rays necessary for wave front reconstruction that increases drastically 
calculation speed. 
 

Keywords 
Zernike polynomials, wave aberration, aberration computation, approximation, point distribution 

 

Введение 
 

При проектировании оптических систем наиболее важной характеристикой качества оптической 
системы, от которой зависят все остальные, являются волновые аберрации [1–6]. Первоначальное вычис-
ление аберраций происходит на основе вычисления хода лучей через оптическую систему, однако в даль-
нейшем для описания волновой аберрации используется ее разложение в ряд по полиномам, чаще всего 
по полиномам Цернике [7–14]: 

( , ) ( ) cos( ) ( ) sin( )m m
nm n nm n

n m n m

W c R m s R m           , 

где   и   – зрачковые полярные канонические координаты; m n  – четное число, причем n m ; 

 m
nR   – радиальные полиномы Цернике, зависящие только от  ; nmc , nms  – коэффициенты разложения. 

В сравнении с другими способами разложения волновой аберрации в ряд, полиномы Цернике об-
разуют устойчивый базис к погрешностям вычислений при моделировании работы оптических систем на 
компьютере или математической обработке результатов измерений, а также обеспечивают простоту и 
удобство дальнейшего использования коэффициентов аппроксимации [10–14]. 

Для аппроксимации волновой аберрации полиномами Цернике можно использовать один из чис-
ленных методов аппроксимации, наиболее распространенным из которых является метод наименьших 
квадратов. Первоначально для аппроксимации необходимо вычислить волновую аберрацию для большого 
количества лучей, распределенных по входному зрачку оптической системы. В зависимости от выбора 
способа такого распределения можно добиться уменьшения требуемого количества лучей при сохране-
нии заданной точности вычислений [15]. 

В данной работе проводится исследование и сравнение различных способов распределения лучей 
по зрачку для вычисления волновой аберрации и аппроксимации полиномами Цернике методом наи-
меньших квадратов. 
 

Выборки точек первоначальных данных для аппроксимации 
 

Для получения коэффициентов разложения по полиномам Цернике используется выборка точек 
(координат лучей по зрачку), по которой, используя метод наименьших квадратов, можно получить ре-
зультат с требуемой точностью. Однако при увеличении точности описания разложения волновой абер-
рации по полиномам Цернике растет и количество точек, необходимых для расчета по методу наимень-
ших квадратов, что увеличивает продолжительность вычисления [7, 15]. Для уменьшения количества 
используемых точек при сохранении требуемой точности используются специальные выборки точек [15]. 

От выбора узлов аппроксимации зависит погрешность полученных коэффициентов. Следователь-
но, при одинаковом количестве точек можно, аппроксимируя по специальной выборке, добиться умень-
шения погрешности. 

В данной работе исследовались следующие методы распределения узлов аппроксимации (рис. 1). 
Декартово распределение – равномерная выборка точек с постоянным значением разности между 

координатами ближайших точек, расположенных на единичном круге (рис. 1, а). 
Угловое распределение – равномерная выборка точек с постоянным расстоянием между окружно-

стями и постоянным углом между точками в пределах одной окружности (рис. 1, б). 
Распределение на площадки с равной площадью [16] – равномерная выборка точек с постоянным 

расстоянием между окружностями. Расстояние между точками в окружности определяется таким обра-
зом, чтобы точки находились в центре площадок равной площади (рис. 1, в): 

  12 1iN i N   , 

где i – номер окружности; iN  – количество точек (площадок) в i-й окружности; 1N  – количество точек 

(площадок) в 1-й окружности. 
Ромбовидное распределение – равномерная выборка точек, разбивающая единичный круг на ром-

бы с одинаковыми сторонами. При этом чем дальше от центра ромб, тем более он вытянут вдоль каса-
тельных к границе диска (рис. 1, г). Распределение точек для такой выборки можно описать следующим 
образом: 
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где i – номер окружности; m – количество окружностей; j – номер точки на окружности ( 0 2j m  ). 

Спиралевидное распределение описывается спиралью с заданным углом поворота θ, на которой 
расположены точки с возрастающей частотой, пропорциональной квадрату расстояния от центра до точ-
ки (рис. 1, д). Частным случаем спиралевидного распределения является равномерное распределение по 
«золотой спирали» с углом поворота, приблизительно равным 2,4π (рис. 1, е). Распределение точек для 
спиралевидной выборки можно описать следующим образом: 

/ ,

,
i

i

i N

 i

 

  
 

где i – номер точки в выборке; N – общее количество точек в выборке. 
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Рис. 1. Исследуемые виды распределения точек по кругу: декартово распределение (49 точек) (а);  
угловое распределение (61 точка) (б); распределение на площадки с равной площадью (64 точки) (в);  
ромбовидное распределение (51 точка) (г); спиралевидное распределение (50 точек, угол поворота 70o) 

(д); спиралевидное распределение (50 точек, метод спиралей золотого сечения) (е); распределение  
методом Родионова (55 точек) (ж) 
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Распределение по методу Родионова [15] – неравномерная выборка точек, охватывающая всю об-
ласть круга и сгущающаяся к периферии (рис. 1, ж). 
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где i – номер окружности (
1

1
2

N
i


  ); j – номер точки на окружности (1 j k  ); N – общее количество 

точек в выборке. 
 

Методика исследования 
 

В качестве референтных данных для сравнения результатов аппроксимации по описанным выше 
выборкам точек использовались исходные полиномы Цернике, описывающие аберрации осевых и вне-
осевых пучков оптических систем и вычисленные при помощи среды автоматического проектирования  
OPAL-PC. Всего в работе использовано 68 таких разложений. 

Для каждого исследуемого разложения использованы выборки точек, построенные различными ме-
тодами с различным общим количеством точек в распределении. Полученные выборки точек являлись экс-
периментальными данными для последующей аппроксимации методом наименьших квадратов. Поскольку 
реальный волновой фронт всегда имеет более сложную форму, чем его описание при помощи полиномов, в 
исследовании волновой фронт восстанавливался для базиса с меньшим количество коэффициентов. 

Полученные в результате полиномы Цернике для различных выборок точек сравнивались с исход-
ным разложением. В качестве параметра, оценивающего эффективность аппроксимации, использовалось 
среднеквадратическое отклонение (СКО). При этом для вычисления СКО использовалась всегда одно и 
то же количество точек (124980) с декартовым распределением, что заведомо больше, чем количество 
точек, используемое для аппроксимации: 

 2

2 1
1

1
СКО

i i

N

i

W W
N 

  , 

где 1W  – референтный волновой фронт; 2W  – восстановленный волновой фронт; N – общее количество 

сравниваемых точек на волновом фронте; i – порядковый номер точки.

 

 

Сравнение результатов аппроксимации 
 

В ходе исследования были рассчитаны и проанализированы результаты аппроксимаций по описан-
ным выше методам построения выборок точек с постепенно возрастающим количеством точек. При этом 
все исследуемые выборки, кроме спиралевидного распределения, не могут быть определены для произ-
вольного количества точек, а только для некоторого (зависящего от распределения) их количества. 

Результаты исследований показали, что для всех исследуемых референтных волновых фронтов 
прослеживается общий паттерн зависимости СКО от количества точек для каждого типа распределения 
точек. Результаты СКО для всех представленных видов распределений точки для одного из референтных 
волновых фронтов представлены в таблице и на рис. 2. 
 

Декартово 
распределение 

Угловое рас-
пределение 

Распределение на 
площадки с 

равной площадью

Ромбовидное рас-
пределение 

Распределение 
Родионова 

Спиралевидное 
распределение 
(золотого сече-

ния) 

Спиралевидное 
распределение 

(70º) 

кол-
во 

точек 

СКО 
(длин 
волн) 

кол-во 
точек 

СКО 
(длин 
волн) 

кол-во 
точек 

СКО 
(длин 
волн) 

кол-
во 

точек

СКО (длин 
волн) 

кол-во 
точек

СКО 
(длин 
волн) 

кол-во 
точек 

СКО 
(длин 
волн) 

кол-
во 

точек 

СКО 
(длин 
волн) 

16 2,5084 – – 16 37,4967 19 87376,2000 19 92,2116 16 0,0012 16 0,0008 

29 0,0025 25 0,4394 – – – – 29 0,0012 29 0,0005 29 0,0004 

32 0,0073 – – 36 1,4990 33 0,0015 41 0,0011 32 0,0004 32 0,0004 

49 0,0017 – – – – 51 0,0011 55 0,0011 49 0,0003 49 0,0003 

60 0,0013 61 0,0019 64 0,0069 – – – – 60 0,0003 60 0,0003 

77 0,0012 – – – – 73 0,0011 71 0,0011 77 0,0003 77 0,0003 

88 0,0019 85 0,0013 100 0,0043 99 0,0011 89 0,0011 88 0,0003 88 0,0003 
 

 
Таблица. СКО для различных методов построения распределений 
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Рис. 2. Графики зависимости среднеквадратического отклонения для различных методов построения  
распределений (в логарифмическом масштабе) 

 

Из таблицы и графика на рис. 2 видно, что быстрее всего и к меньшему СКО аппроксимация схо-
дится для спиралевидных распределений. Уже начиная с 17 точек, СКО не превышает 10–3 длин волн. 
Хотя колебание погрешности полностью прекращается только после 80 точек, эти колебания незначи-
тельны и не превышают заданную точность. Отличия от спиралевидных распределений с различными 
углами поворота также незначительны. 

Следующим по сходимости является метод распределения точек Родионова, где точки располага-
ются по окружности неравномерно. Метод окончательно сходится, начиная от 29 точек. Для ромбовидно-
го распределения (точки также более густо расположены на краях зрачка) метод сходится, начиная с 
33 точек. Для случая декартова распределения метод сходится медленнее, и не всегда увеличение количе-
ства точек гарантирует увеличение точности. Это связано с особенностью распределения – с тем, сколько 
точек оказывается на краю зрачка. Колебание погрешности более существенно, чем для спиралевидных 
распределений. Случаи углового распределения и распределения по площадкам равной площади – самые 
неудачные, несмотря на то, что их рекомендуют использовать для расчета хода лучей [16]. 

Таким образом, меньшая погрешность при минимальном количестве точек на зрачке достигается 
при спиралевидных распределениях. Кроме того, в этих распределениях, в отличие от всех остальных, 
можно задавать произвольное количество точек. 

Часто при аппроксимации волнового фронта используют свойство симметрии волнового фронта 
(для центрированных оптических систем). В этом случае использование метода Родионова либо ромбо-
видного распределения может также быть эффективным за счет использования половины выборки, так 
как оба эти распределения симметричны относительно оси ординат. 
 

Заключение 
 

Таким образом, в работе были исследованы различные методики распределения точек (координат 
лучей по зрачку) при аппроксимации волнового фронта полиномами Цернике. В работе показано, что 
спиралевидное распределение дает наименьшую погрешность при наименьшем количестве точек. Однако 
отсутствие симметрии при спиралевидном распределении делает невозможным его использование для 
половины зрачка, как часто делается при вычислении хода лучей через центрированные оптические сис-
темы. Кроме того, пригодными для аппроксимации являются метод распределения Родионова и ромбо-
видное распределение, особенно с использованием свойства симметрии волнового фронта для центриро-
ванных оптических систем. Исследуемые распределения точек могут использоваться при вычислении 
хода лучей через оптическую систему для последующего восстановления и описания волнового фронта 
полиномами Цернике. Использование оптимального распределения точек может уменьшить требуемое 
для восстановления волнового фронта количества лучей, что существенно увеличит скорость вычисле-
ний. 
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