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Аннотация 
Рассмотрена проблема робастной стабилизации многомерной системы на примере управления двухроторным 
мехатронным стендом Twin Rotor MIMO System, где нелинейная динамика и параметрические неопределенности 
были рассмотрены как возмущающие воздействия. Предложенный закон управления состоит из двух составляющих: 
линейная составляющая гомогенизирует замкнутую систему с заданной степенью однородности; однородная 
составляющая стабилизирует систему асимптотически или финитно в зависимости от степени однородности. Ввиду 
однородности замкнутой системы при отсутствии возмущающих воздействий синтезированный закон управления 
обеспечивает устойчивость замкнутой системы по входу–состоянию. В отличие других работ, при синтезе 
управления двухроторным стендом представленный подход не требует проведения декомпозиции системы и (или) 
рассмотрения влияния перекрестных связей в виде возмущающих воздействий. Для подтверждения эффективности 
представленных результатов была проведена экспериментальная апробация на мехатронном стенде. 
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Abstract 
The problem of MIMO system robust stabilization is considered for the twin rotor MIMO system mechanical plant, where 
nonlinear dynamics and parametric uncertainties were considered as disturbances. The proposed control law consists of two 
components: the linear component homogenizes a closed-loop system with a chosen degree of homogeneity; the 
homogeneous component stabilizes the system asymptotically or in finite time depending on the degree of homogeneity. Due 
to homogeneity properties of the closed-loop system in the absence of disturbances, the synthesized control law ensures 
input-to-state stability of the closed-loop system. In comparison with other works, presented approach of control synthesis for 
twin rotor plant does not require the decomposition of the system and/or consideration of the cross-link effects as 
disturbances. To confirm the effectiveness of the presented results, an experimental approbation was carried out on the 
mechatronic plant. 
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Введение 
 

В практике управления зачастую возникает необходимость создания алгоритмов стабилизации для 
объектов со сложным математическим описанием, которое включает нелинейности системы, сигнальные 
и параметрические неопределенности. К таким системам, например, относится двухроторный многока-
нальный мехатронный стенд Twin Rotor MIMO System (TRMS) [1]. 

В данной работе рассматривается проблема робастной стабилизации в заданном положении стенда 
TRMS. Математическая модель стенда TRMS была представлена в виде линейной многоканальной сис-
темы, где нелинейная динамика и параметрические неопределенности были рассмотрены как возму-
щающие воздействия. Для стабилизации данного объекта управления был использован метод, основан-
ный на гомогенизации по обратной связи (т.е. синтезе обратной связи, которая делает систему однород-
ной заданной степени) и синтезе закона управления для линейных многоканальных систем, который 
обеспечивает асимптотическую или финитную сходимость в зависимости от степени однородности 
замкнутой системы [2]. 

Отметим, что, помимо стабилизации, приведение замкнутой системы к классу однородных обу-
словливает ряд робастных свойств (например, устойчивость по входу–состоянию [3], свойства робастно-
сти при наличии запаздывания [4–6] и т.д.). Более того, в отличие от существующих решений, используе-
мый метод не требует специального вида системной матрицы и (или) блочной декомпозиции линейных 
многоканальных систем, которая в некоторых случаях может сопровождаться значительными вычисли-
тельными ошибками. В отличие от работ по управлению стендом TRMS [1, 7, 8], полученный результат 
не требует представления модели в виде двух независимых подсистем и рассмотрения влияния перекре-
стных связей как возмущающих воздействий. Для подтверждения эффективности представленных ре-
зультатов была проведена успешная экспериментальная апробация на мехатронном стенде. 

Используемые обозначения: }0:{  xRxR , где R  – множество вещественных чисел; 

Tx x Px , nRx обозначает норму в пространстве nR ; положительная (отрицательная) определен-

ность (полуопределенность) симметрической матрицы T n nR  P P  обозначена через 0P  ( 0P ,

0P , 0P ); n
iidiag 1}λ{   обозначает диагональную матрицу с элементами iλ  на главной диагонали. 

 

Предварительные сведения 
 

Обобщенная однородность. Тип однородности, касающийся линейных преобразований, называ-
ется обобщенной однородностью ( d -однородность). 

Определение 1 [9]. Векторное поле : n nf R R  (функция : ng R R ) называется  

d -однородным степени R , если 
ν

ν

( ( ) ) ( ) ( ) {0}
,

( ( ( ) ) ( ) {0} )
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s n

f s e s f R s R
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dG dG

d
 – оператор растяжения, s R , 

n nR dG  – генератор растяжения. 
Устойчивые однородные системы обладают рядом робастных свойств, как, например, устойчи-

вость по входу – состоянию (см., например, [3–6]). 
Отметим, что r -однородность (см., например, [10–12]) соответствует определению 1 при 

2 1( ) { } 0ir s n
i is diag e s R r    d  с генератором 

2 1{ }n
i idiag r dG . 

Как и в случае r -однородности, частным случаем d -однородной функции является однородная 
норма – непрерывная положительно определенная d -однородная функция степени 1. Обозначим кано-

ническую однородную норму nR R 
d

 как xse
d

x , где xs R  такое, что ( ) 1xs d x . Отметим, 

что ( ) ss e
d d

d x x  и 

( ln ) 1  
d

d x x  (2) 

Робастная стабилизация многоканального линейного объекта с использованием гомогениза-
ции. Рассмотрим систему 

( ) ( ) ( ) ( , ( ))t t t t t  x Ax Bu d x , (3) 

где x  – вектор состояния; u  – вектор управляющих воздействий; n nR A ; n mR B  (пара  ,A B  управ-

ляема, m n ) – матрицы системы и входа соответственно; : n nR R R d  включает в себя нелинейности 
системы, параметрические неопределенности системы и возмущающие воздействия. Предполагается, что 
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вектор состояния x  измерим. Чтобы рассмотреть случай разрывной функции d , может быть применена 
теория Филиппова [13]. 

Теорема 1 [2]. Пусть ν 1   и: 
 система матричных уравнений и неравенств 

0 0

0 0 0

( ) ( ) 0

( ) ( ) ( )

( γ ) 0

0

T T T

n

         

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  
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A BK X X A BK By y B X R

A BK L L A BK A BK

L I B

X

  (4) 

разрешима, где матрица 0
m nR K  такова, что матрица 0A BK  нильпотентна, n nR   R L X , 0,R  

m ny R  , R , γ R ; 

 закон управления выбран в виде  
ν(1 γ ) ε

0( ) ( ln )u x
    

d d
K x x Kd x x  (5) 

где K yP , 1P X  и ε R выбран так, что 

ν ν 2ε 0

η ν ν 2ε 0

T
n

T

    


   

L L I

X LX XL X
   (6) 

для некоторого η R ; 

 функция d  удовлетворяет неравенству 
2ν1( ln ) ( ln ) ζT T     

d d d
d d x R d x d x   (7) 

где ζ (0 1)  ; 

тогда замкнутая система (3), (5) асимптотически (при ν 0 ) / экспоненциально (при ν 0 ) / финитно 
(при 0 ν 1   ) устойчива. 

Отметим, что в данном случае закон управления (5) состоит из двух составляющих: линейная со-
ставляющая 0K x  гомогенизирует замкнутую систему с заданной степенью однородности; однородная 

составляющая 
ν(1 γ) ε

( ln )
  

d d
x Kd x x  стабилизирует систему асимптотически или финитно в зависимо-

сти от степени однородности. 
 

Математическая модель мехатронного стенда  
 

Мехатронный стенд TRMS (рис. 1) представляет собой модель вертолета с двумя степенями свобо-
ды и с двухканальным входом. Объект управления содержит два двигателя постоянного тока для управ-
ления по углам рысканья и тангажа. Входным воздействием объекта управления является напряжение, 
подаваемое на двигатели в интервале [–2,5 В; +2,5 В]. 

 

  

Рис. 1. Двухроторный мехатронный стенд Twin Rotor MIMO System 
 

Динамика объекта управления в вертикальной плоскости имеет следующий вид [1]: 

1 1 ,FG B GI M M M M       

где   – угол тангажа; 1I  – момент инерции; 1M  – момент, создаваемый двигателем; FGM  – момент си-

лы тяжести; BM   – момент сил трения; MG – гироскопический момент. Моменты, действующие в верти-

кальной плоскости, описываются уравнениями 



 
I2

I1
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Динамика объекта управления в горизонтальной плоскости имеет вид [1] 

2 2 ,B RI M M M       

где   – угол рысканья; 2I  – момент инерции; 2M  – момент, создаваемый хвостовым двигателем; BM   – 

момент сил трения; RM  – момент, создаваемый перекрестными связями. Силы, действующие в горизон-

тальной плоскости, описываются уравнениями 
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Динамика двигателей постоянного тока аппроксимирована передаточными функциями первого 
порядка: 

1
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где 1  и 2  – моменты сил на валу вертикального и горизонтального двигателей; 1u  и 2u  – соответст-

вующие управляющие воздействия. Значения всех параметров модели приведены в [1]. 
 

Синтез алгоритма управления и результаты  экспериментальной апробации 
 

Перепишем математическую модель (8)–(12) в форме (3), где  1 2ψ ψ τ φ φ τ
T

RMx    – 

вектор состояния, а матрицы ,A  B
 
и вектор d  представлены в следующем виде: 

1ψ 1

1 1

10

11

1φ 2

2 2 2

20

21

0 10 11

0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

1
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

( ) 1
0 0 0 0 0

11
c

p p

B b

l l

T

T

B b

l l l

T

T

k T T T

T T T

 
 
  
 
  
 
 

  
   
 
  
 

   
 

A

 

1

11

2

21

0 1

0 0

0 0

0

0 0

0 0

0

0
11

c

p

k

T

k

T

k T k

T T

 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 

B

 

2 2
1 3 1 2ψ 2 1 3 1 3 5 1

2
2 6 2φ 5

0

sin sign ( ) cos

0

( ( )) .0

sign

0

0

g gya x M x B x K a x b x x x

t t

a x B x

 
     
 
 

   
 
 
 
 
 

d x

 



РОБАСТНАЯ СТАБИЛИЗАЦИЯ ДВУХРОТОРНОГО МНОГОКАНАЛЬНОГО ОБЪЕКТА 
 

Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики, 
2018, том 18, № 3 396 

Параметры регулятора вида (5) были получены на основе решения систем линейных матричных 
уравнений и неравенств (4), (6) с использованием программного пакета YALMIP при ν 0,8  , 0,3  , 

η 122,3486 , 70,3 ,R I  γ 1,3241  и ε 47,8346 :  

0

0 0,0011 1,6742 0 0 0 0,5309

0 0,0448 17,8688 0 6,9441 7,4997 82,0430

   
   

K  

0,0152 0,0454 0,0245 0,0009 0,0011 0,0072 0,0599

0,0454 0,2266 0,1284 0,0144 0,0001 0,0360 0,3319

0,0245 0,1284 0,0814 0,0090 0,0002 0,0212 0,2069

0,0009 0,0144 0,0090 0,0115 0,0048 0,0037 0,0338

0,0011 0,0001 0,00

 
  
  

    
 

P

02 0,0048 0,0082 0,0012 0,0108

0,0072 0,0360 0,0212 0,0037 0,0012 0,0101 0,0598

0,0599 0,3319 0, 2069 0,0338 0,0108 0.0598 0,6162

 
 
 
 
 

 
 
 
    
    

 

61 210,5 151,1 50,7 70,2 4,9 134,9

156,9 786,4 479,8 85,8 27 228,4 1403,3

     
     

K  

49,1650 1,9235 1,6296 0,0002 0 0 4,6560

0,0011 48,5347 0,8148 0,0001 0,0002 0 2,3279

0,0001 0,0504 46,5260 0 0,0006 0,0007 0,7123

12,0893 29,5523 25,0367 48,3691 0 0 71,5335

0 14,6969 12,5184 0,0010 47,5691 0 35,7668

0,0

  

  

 
   

dG

018 17,0045 9,1444 0,0013 0,8789 46,7753 26,1268

0,0002 0,0866 0,3015 0 0,0009 0,0006 47,6367

 
 
 
 
 
 
 
 

    
   

.

 Можно заметить, что неравенство (7) выполняется для 
d

x  , где R  (т.е. множество 

{ : }nR 
d

x x   является положительно инвариантным). Более того, так как при 0d  в соответствии с 

(1) система является однородной с отрицательной степенью, то представленный закон управления обес-
печивает устойчивость по входу–состоянию [3]. 

Для реализации полученного закона управления необходимо вычислять значение канонической 
однородной нормы 

d
x , которая определена в неявном виде (2). Чтобы найти 

d
x  в режиме реального 

времени, в данной работе использовался метод бисекции аналогично тому, как в работе [14] данный ме-
тод был использован для поиска неявно определенной функции Ляпунова. 
 

 
 

Рис. 2. Угол тангажа ψ 

 
 

Рис. 3. Управляющее воздействие (u1), подаваемое на вертикальный двигатель 
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Рис. 4. Угол рысканья φ  
 

 
 

Рис. 5. Управляющее воздействие (u2), подаваемое на горизонтальный двигатель 
 

Результаты эксперимента, проведенного на мехатронном стенде, представлены на рис. 2–5. Изме-
ряемые сигналы ψ , φ  были пропущены через низкочастотные фильтры. Эксперимент был выполнен при 

шаге дискретизации 310h   с. Пики управляющего сигнала в стационарном режиме обусловлены кван-

тованием измерений сигналов. Отметим, что, в отличие от работ [1, 7, 8, 14], при синтезе управления 
мехатронным стендом представленный подход не требует проведения декомпозиции системы и (или) 
рассмотрения влияния перекрестных связей в виде возмущающих воздействий. 
 

Заключение 
 

В работе рассмотрен алгоритм робастного управления многоканальными системами, основанный 
на гомогенизации по обратной связи (за счет линейной составляющей закона управления 0K x  в (5)) и 

синтезе стабилизирующей однородной составляющей. Представленный закон управления позволяет 
обеспечить асимптотическую или финитную сходимость в зависимости от степени однородности замк-
нутой системы. Предложенный алгоритм применен для управления мехатронным стендом Twin Rotor 
MIMO System, где нелинейная динамика и параметрические неопределенности были рассмотрены как 
возмущения. Синтезированный закон управления обеспечивает устойчивость замкнутой системы по вхо-
ду–состоянию. 
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