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Аннотация 
Предмет исследования. Предложено комбинированное применение аналитико-статистических методов 
моделирования, позволяющее ускорить численный расчет и анализ характеристик сложных технических систем 
методом машинной имитации. Выполнена оценка эффективности совместного применения аналитико-
статистических методов моделирования в сравнении с непосредственным моделированием по числу испытаний. 
Используемые подходы. Метод расслоенного моделирования позволяет понизить дисперсию оценки средней 
характеристики в сравнении с методом прямого моделирования. Метод равновзвешенного моделирования позволяет 
существенно сократить число испытаний без потери точности вычисления. Совместное применение аналитико-
статистических методов обеспечивает ускорение анализа характеристик систем с распределенной структурой 
методом имитации. Основные результаты. Предложена интерпретация и развитие методов расслоения и 
равновзвешенного моделирования применительно к задачам системного проектирования. Приведен тестовый 
пример, демонстрирующий возможный выигрыш применения аналитико-статистических методов при 
моделировании маловероятных событий на примере расчета надежности системы. Практическая значимость. 
Совместное применение методов расслоения и равновзвешенного моделирования позволяет существенно ускорить 
алгоритмический анализ моделей стохастических систем методом имитации. 
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Abstract 
Subject of Research. The paper proposes a combined application of analytical-statistical modeling methods that makes it 
possible to accelerate the numerical calculation and analysis of the complex technical system characteristics by the method of 
machine simulation. The efficiency of joint application of analytical-statistical modeling methods was compared with direct 
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modeling according to the number of tests. Methods. The layered modeling method gives the possibility to reduce the 
variance of the average characteristic estimation in comparison with the direct modeling method. The balanced modeling 
method enables a substantial reduction in the tests number without calculation accuracy loss. The joint application of 
analytical and statistical methods provides characteristics analysis acceleration for the systems  with a distributed structure by 
simulation method. Main Results. Interpretation and development of the stratification methods and balanced modeling are 
proposed with reference to system design problems. A test example is given demonstrating a possible gain in the application 
of analytical-statistical methods for simulation of unlikely events on the example of system reliability calculation. Practical 
Relevance. Joint application of the stratification methods and balanced modeling makes it possible to accelerate the 
algorithmic analysis of stochastic system models by the imitation method. 
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Monte Carlo method, method convergence, analytical statistical modeling, experiments number, statistical experiment 
efficiency, statistical experiment acceleration, balanced modeling, layered modeling method 

 

Введение 
 

Технология моделирования сложных технических систем с распределенной структурой опирается 
на имитационное машинное моделирование, в основе которого лежит метод статистических испытаний 
Монте-Карло [1, 2]. Известный недостаток этого универсального метода заключается в его медленной 
сходимости. Требуемое число экспериментов может быть столь велико, что ЭВМ не в состоянии их вы-
полнить в приемлемые сроки [3, 4]. Этот недостаток метода Монте-Карло особенно проявляется при ана-
лизе сложных систем и оценивании редких событий [5–7]. Покажем, что это так. 

Пусть случайные величины (СВ)  и  таковы, что m=M=M, DD, и для оценивания m реали-

зуется N независимых значений 1,…, N, по которым и вычисляется оценка в виде 
1

ˆ ξ .
N

i
i

m N


   

Поскольку СВ m̂  имеет ˆMm m  и ˆ ξ /Dm D N , то с учетом центральной предельной теоремы тео-

рии вероятностей m̂  распределена асимптотически нормально с параметрами m, D/N. Отсюда вероят-
ность того, что интервал m̂   накроет значение m, определяется выражением 

   
     
ˆ

ˆ ,
ξ ξ ξ

m m
p m m p

D N D N D N

                     
 

где (x)=P{zx}, ZN(0,1) – стандартное распределение вероятностей. 
Если заранее задаться требуемыми значениями доверительной вероятности (1–) и отклонения , 

где (1–)=p{ m̂ +m, m̂ –m} достаточно близко к единице, то получим уравнение 

 
1 ε ,

ξD N

    
 
 

 

из которого находим число N реализаций СВ : 

 
21

ξ

1 ε
ξ ,N D

  
    

 (1) 

где Ф–1  обратная к Ф функция. Аналогичные рассуждения относительно СВ  дают N : 

 
21

ζ

Ф 1 ε
ζ

Δ
. N D

 
   

 
 

Следовательно, при одинаковых требованиях (1–, ) к точности оценивания показателя m 

ξ ξ

ζ ζ

.
N D

N D
  

С другой стороны, для инженерных задач естественны требования, ограничивающие относитель-
ную погрешность оценки того или иного показателя. Пусть к оценке m̂  показателя m=M предъявляется 
требование 

 ˆ
ˆσ σ 1 ε,

m m
p m m m

m

       
 

 

где ,  >0 – малые величины. Тогда, согласно (1), 

 
  21

2

ξ
 Ф 1 ε
σ

.
D

N
m

   (2) 

При оценивании, например, вероятности Q отказа системы путем прямого моделирования имеем 
m=M=Q, D=Q(1Q) и из (2) 
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 
21Ф 1 ε1

σ
.N

Q

 
   

 
  

Значение Q0, что исключает применение прямого статистического моделирования к анализу 
редких событий и обусловливает поиски специальных методов, ускоряющих моделирование. Ускорить 
моделирование – значит добиться большей точности при том же числе экспериментов или получить тре-
буемую точность при меньшем числе экспериментов. 

В настоящее время сложился ряд подходов, позволяющих ускорить статистическое моделирова-
ние, не снижая точности получаемых результатов. К ним относятся: регенеративный метод моделирова-
ния [8, 9]; методы понижения дисперсии [10, 11]; комбинированные и аналитико-статистические методы 
[12, 13]. Излагаемые ниже модели и алгоритмы имитационного моделирования построены с использова-
нием методов понижения дисперсии. Среди наиболее применяемых на практике методов понижения дис-
персии известны методы взвешенного моделирования, расслоенной выборки, их сочетания [14]. 
 

Метод взвешивания 
 

Для изложения метода рассмотрим статистический эксперимент с одномерной входной СВ x 
(рис. 1). 

y(x)

i=1..N

xif(x) yi 1

1ˆ
N

y i
i

M y
N 

 

 
 

 

Рис. 1. Исходная схема эксперимента 
 

Формально искомое M(y) определяется выражением 

      .M y y x f x dx   (3) 

Метод взвешивания основан на аналитическом преобразовании выражения (3) и соответствующем 
изменении схемы эксперимента. 

Разделим и умножим подынтегральное выражение в (3) на произвольную плотность распределе-
ния вероятностей p(x), не равную нулю в пределах интегрирования. В результате мы увидим, что 

     
       

    ,
f x f x

M y y x p x dx M y x yM
p x p x

 
   

 



  (4) 

где      ,y y x f x p x   а x ~ p(x). Следовательно, вместо расчета оценки ˆ
yM  можно выполнять расчет 

оценки ˆ .yM   Схема расчета ˆ
yM   представлена на рис. 2. Такой переход от исходной схемы рис. 1 к схеме 

рис. 2 называется методом взвешивания. Обе схемы эквивалентны с точки зрения математического ожи-
дания выходной СВ, но различны с точки зрения ее дисперсии. 
 

 
 

Рис. 2. Преобразованная схема 
 

Описанный одномерный вариант метода легко распространяется и на случай многомерной СВ. 
Для этого достаточно в (4) вместо скаляра X записать  1,..., .nx xx  Обобщение на случай дискретной СВ 

X осуществляется путем замены интеграла на сумму, а плотностей  на вероятности. 
Искусство применения метода взвешивания сводится к подбору такой функции p, чтобы 

( ) ( ).D y D y   Тогда получится N N  . Можно, например, подбирать p так, чтобы СВ y yf p   была 

по возможности ближе к константе, хотя бы в каком-нибудь интуитивном смысле, так как при consty   

должно быть ( ) 0.D y    

Основное достоинство метода взвешивания  в простоте преобразования схемы эксперимента. 
Программа вычисления функции y(x), т.е. модель исследуемой системы, не меняется. Добавляется только 

xi~p(x) yi yi 
y(x)

f(x)/p(x) 

i=1..N
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расчет множителя f ⁄ p (веса), да генератор входной СВ с распределением f заменяется на генератор с рас-
пределением p. 

 

Метод расслоения 
 

Другим, более распространенным, методом ускоренного моделирования является метод расслоен-
ной (стратифицированной) выборки (рис. 3). 
 

x

y(x)

 
 

Рис. 3. Кусочно-непрерывная функция y(x) случайного аргумента x 
 

Видно, что область значений случайного аргумента х может быть разбита на участки так, что из-
менение функции в пределах отдельного участка значительно меньше, чем в пределах всей области. В 
таком случае целесообразно сначала усреднить функцию на каждом участке отдельно, а затем из частных 
средних получить общее среднее с учетом вероятностей участков. Предполагается, что вероятности слоев 

,  1,rp r R  легко вычисляются через заданное распределение p(x): 

    ,  1, ,  
r

r r

B

p p x B p x dx r R     (5) 

где ,  1,rB r R  – подмножества множества {x} значений аргумента x, называемые слоями (стратами). 

Искомый результат Q находится по формуле полной вероятности через условные математические 
ожидания: 

   
1 1

 ,  1,   .
r

R R

r r
r r rB

p x
Q Q p y x dx r R

p 

      

Эксперименты проводятся, как в обычной схеме при прямом моделировании, но по слоям. Для ка-
ждого слоя вычисляются оценки условных математических ожиданий (частные оценки). 

 
1

( )
, 1

,  ~   ,

0,    

ˆ

 

rN
r

rr i i
ir

r

p x
x B

pQ y x x
N

x B

  
 

  

где Nr – количество опытов в r-м слое. 

В итоге вычисляется искомая оценка 
1

.ˆ ˆ
R

r
r

Q p Q


   

Для контроля за точностью эксперимента можно в каждом слое вычислять условную дисперсию 
выходной СВ, 

 2
2

1

1
, ˆ  ˆ  

rN

r j r r
jr

D y Q x B
N 

   , (6) 

и дисперсию внутрислойной оценки 

 
ˆ

ˆˆ .r
r

r

D
D Q

N
  

Дисперсия итоговой оценки может быть вычислена по формуле 

   2

1

ˆ ˆˆ .ˆ
R

r r
r

D Q p D Q


   

Если нужно знать ошибку итоговой оценки в форме коэффициента вариации, то она вычисляется 
как обычно: 
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 
2

2

ˆˆ

ˆ
.

D Q
v

Q
  

Теоретически показано [10]: чтобы оценка Q̂  имела меньшую дисперсию, чем обычная оценка 

(без расслоения), достаточно, чтобы объем выборки распределялся по слоям пропорционально их веро-
ятностям и чтобы условные средние по слоям не были одинаковы. При разбиении по слоям следует стре-
миться к тому, чтобы средние по слоям как можно больше отличались друг от друга. 

Общее число опытов N по слоям, N=N1+…+NR , можно распределять рационально в соответствии с 
формулой 

 ,  1 ,r rN p N R  (7) 

или оптимально – по формуле 

 

 

σ
,

σ
r

r r
r

r r

p
N N

p



 (8) 

где σ rD – условное среднеквадратическое отклонение СВ y в слое 𝐵௥. 

Обычно r априорно неизвестны, и их заменяют на оценки: 

σ̂ , 1,ˆ , r rD r R   

где ˆ
rD  находят по (6) путем выполнения пробного прогона программы с не очень большими значениями 

Nr. 
При использовании распределения опытов (8) ошибка v  расслоенного эксперимента будет мини-

мальной для данного значения N. Распределение (7) приводит к худшей (во всяком случае, не лучшей) 
точности, чем (8). Тем не менее, распределение экспериментов (8) используется чаще, так как оно проще 
и все же гарантирует (при любом расслоении эксперимента), что ошибка получится меньше (в крайнем 
случае, не больше), чем в исходной схеме [10]. 

Таким образом, рациональное, а тем более, и оптимальное распределения экспериментов гаранти-
руют, что даже при самом неудачном расслоении мы не ухудшим точности расчетов. 
 

Эффективность равновзвешенного расслоенного моделирования 
 

Эффективность равновзвешенного моделирования оценим по соотношению числа испытаний, не-
обходимых для получения оценки с одинаковой точностью как при равновзвешенном расслоенном моде-
лировании, так и при прямом моделировании методом Монте-Карло. 

В общем случае при прямом моделировании полное количество испытаний 𝑁н, необходимых для 
получения оценки с заданной точностью, условно представим в виде двух подмножеств нN   и нN   таких, 

что 

н н н ,N N N    

где нN    число испытаний, реализации которых могут содержать положительный исход, т.е. в каждой из 

этих реализаций возникает состояние, для которого с вероятностью 0<p+<1 возможно значение 

  нξ 1, if x i N    (назовем такие реализации содержательными); нN  – число испытаний, реализации ко-

торых не могут содержать положительного исхода, т.е. в каждой из этих реализаций возникает состояние, 
для которого с вероятностью 1 значение   нξ 1,  if x i N    (назовем такие реализации пустыми). 

Тогда, чтобы при непосредственном моделировании получить нN   содержательных реализаций, 

необходимо провести в среднем н нN N p  испытаний. При этом получаем оценку, точность которой 

характеризуется дисперсией ξ̂.D  

При совместном применении расслоения и равновзвешенного моделирования (РВМ) проводим 

только содержательные испытания, число которых пусть будет равно  2
РВМ н 1 ρ ,N N   и получаем оцен-

ку с дисперсией ˆ ˆζ ξ.D D  Соответственно, соотношение числа испытаний при условии ˆ ˆζ ξD D  равно 

 РВМ

н

2

1
,

1 ρ

N
t

N p
 


 

где   коэффициент вариации множества вероятностей для единичных значений функции  y(x). 
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Таким образом, выигрыш в числе испытаний при переходе от непосредственного моделирования к 
совместному применению расслоения и равновзвешенного моделирования имеет место при условии, что 

 21 ρ 1.p    

Покажем, что применение расслоения уменьшает значение t. 
 

Тестовый пример 
 

Оценим этот возможный выигрыш при моделировании маловероятных событий на примере расче-
та надежности системы [15, 16], структурная схема которой изображена в виде случайного графа на 
рис. 4. Вершины (элементы системы) 1,...,15 имеются в графе с вероятностями q1,…,q15 соответственно, 
дуги абсолютно надежны. Система работоспособна, если из полюса Г есть пути во все полюса П1, П2, 
П3 (движение против ориентированных дуг запрещено). Требуется найти вероятность отказа системы 
при следующих вариантах:  

I) q1=q2=q3=10–5, 
II) q4=q6=q9=210–5, 
III) q10=…=q15=510–5. 

 
 

 

Рис. 4. Структурная схема рассматриваемой системы 
 

Для вариантов I и II известны точные решения [17], которые приводятся в таблице, графа A. В [12] 
даны результаты расчетов, проведенных методом равновзвешенного моделирования без расслоения, 

содержащие значения оценок ξQ̂  для M и ̂  для коэффициентов вариации СВ ξQ̂ , (таблица, графа B). 

Видно, что при хорошей точности оценок ξQ̂  в целом значение ̂  при появлении некоторого разброса в 

исходных данных (вариант III) заметно возрастает. 
 

Вариант 
исходных 
данных 

A B C 
 N=1000 N=1020 

8ξ 10M   8
ξ

ˆ 10Q   ̂  8
0ˆ 10m   ̂  

I 
II 
III 

12,00 
0,120 

– 

12,40 
0,127 
1,549 

0,086 
0,085 
0,354 

11,82 
0,1183 
1,505 

0,069 
0,069 
0,068 

 

Таблица. Оценки вероятностей отказа системы, полученные аналитически, методом  
равновзвешенного моделирования и методом равновзвешенного моделирования с расслоением 

 

Эта же задача решена методом равновзвешенного моделирования с расслоением. Система, изо-
браженная на рис. 4, имеет связность =2. Анализ показывает, что при расслоенном моделировании для 
данных значений отказов элементов достаточно рассмотреть слои с кратностью отказов i при 2i3. 

Разделение элементов системы на группы состояло в выделении для i = 2 и i = 3 одних и тех же 
С(i)=4 групп элементов с номерами 1,2,3; 4,6,9; 5,7,8 и 10,...,15 соответственно. При этом получены 

результаты, приведенные в таблице в графе C. Можно видеть, что для варианта III показатель ̂  оказался 
примерно таким же, как и для первых двух вариантов. 
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Для рассматриваемого примера p+=2,710–4 и 2
γρ =0,303. Согласно (5), выигрыш в числе испытаний 

при расслоении и равновзвешенном моделировании по сравнению с прямым моделированием по методу 
Монте-Карло составит t1=2,84103 раз. 
 

Заключение 
 

При наличии в модели случайных факторов имитационные эксперименты выполняются с привлече-
нием метода статистических испытаний Монте-Карло. Медленная сходимость метода Монте-Карло требу-
ет находить ускоренные методы имитации при анализе сложных систем и оценивании редких событий. 
При многократных повторах численного эксперимента с имитационной моделью существенная доля ма-
шинного времени тратится на формирование реализаций случайного вектора, задающего состояния эле-
ментов системы, компоненты которого характеризуются различными и подчас трудно реализуемыми на 
электронно-вычислительной машине законами распределения. Комбинированное применение расслоен-
ной выборки с равновзвешенным моделированием позволяет ускорить численный расчет и анализ харак-
теристик исследуемой системы методом машинной имитации. 

Выполнена оценка эффективности совместного применения аналитико-статистических методов 
моделирования в сравнении с непосредственным моделированием по числу испытаний. 

Приведенный тестовый пример показывает, насколько само по себе эффективно применение рас-
слоения при моделировании редких событий, и демонстрирует, каким образом его применение упрощает 
процесс моделирования. 
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