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Аннотация 
Предмет исследования. Рассмотрена задача оценки робастности отклонения траекторий свободного движения 
апериодических непрерывных систем к вариациям параметров матрицы состояния. Методы. Задача решена с 
использованием методов пространства состояний и теории чувствительности. Основные результаты. Получено 
аналитическое представление для оценки сверху отклонений траекторий свободного движения апериодических 
непрерывных систем, содержащее число обусловленности матрицы собственных векторов, которое является базовым 
для оценки робастности указанных отклонений методами теории чувствительности. Практическая значимость. 
Полученные выражения могут быть использованы для анализа апериодических непрерывных систем с 
неопределенными параметрами. 
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Abstract  
Subject of Research. The paper deals with robustness estimation of free motion deviations in aperiodic continuous systems 
to parameter variations of the state matrix. Methods. The problem is solved with the state space approach and the sensitivity 
theory methods. Main Results. An upper bound estimation of trajectory deviations for aperiodic continuous systems is 
obtained. The equations contain the condition number of the eigenvectors matrix, that is the basis value for the robustness 
estimation of the deviations with the sensitivity theory methods. Practical Relevance. The results can be used for analysis of 
uncertain aperiodic continuous systems. 
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Исследования факторов, порождающих отклонения [1] свободного движения устойчивых систем 

управления от монотонно сходящейся траектории, ведутся достаточно давно [2, 3]. Основные этапы раз-
вития этого направления исследований подробно освещены в работе [4]. Однако, несмотря на множество 
работ в этой области, относительно мало публикаций посвящено проблеме оценки робастности этих от-
клонений. Под робастностью подразумевается знание количественных оценок допустимых вариаций па-
раметров математической модели [5]. 

В настоящей работе задача оценки робастности отклонений траекторий свободного движения ре-
шается на примере апериодических непрерывных систем с помощью методов пространства состояний и 
теории чувствительности [6, 7]. Данный подход позволяет осуществить оценку робастности траекторий 
свободного движения для матриц произвольной формы. 

Рассмотрим устойчивую апериодическую непрерывную систему вида 

       
0

; 0
t

t t t


 x Fx x x , (1) 

где матрица n nR F  такова, что спектр ее собственных значений удовлетворяет следующим условиям:

       arg det 0 ; 0; 0; приi i i i jIm i j              F I F . 

Решение системы (1) имеет вид 

     exp 0t tx F x . (2) 

Перейдем в выражении (2) к соотношениям по векторным и матричным нормам, тогда становится 
справедливой запись 

         exp 0 exp 0t t t  x F x F x . (3) 

Так как матрица F  – простой структуры, то для нее оказывается справедливой модальное пред-

ставление [8] в форме 1F MΛM , где  ; 1,irow i n M M  – матрица собственных векторов матрицы 

F  такая, что выполняется соотношение i i i FM M ;  ; 1,idiag i n  Λ . Свойство матричной функции 

от матрицы сохранять модальное представление позволяет записать: 

     1 1exp exp ; 1,itt t diag e i n   F M Λ M M M . (4) 

Подстановка (4) в (3) дает  

         1 1; 1, 0 ; 1, 0i it tt diag e i n diag e i n         x M M x M M x . 

Учтем, что мультипликативная конструкция 1M Μ  представляет собой число обусловленно-

сти [9, 10]  C M  матрицы собственных векторов матрицы F  так, что выполняется равенство 

  1C  M M M ;  ; 1,i Mt tdiag e i n e   , где M  – максимальное собственное число матрицы F , 

определяющее степень устойчивости   системы (1) в форме M  . Изложенное выше позволяет 

сформировать экспоненциальное покрытие   sup tx  процесса  tx , степень достаточности которого 

будет определяться числом обусловленности  C M  матрицы собственных векторов матрицы F , кото-

рые ищутся с точностью до их нормы. Таким образом, число обусловленности  C M  матрицы будет 

минимальным, если матрица собственных векторов составлена из векторов единичной нормы [9, 10]. 

Тогда экспоненциальное покрытие   sup tx  процесса  tx  минимальной достаточности удовлетво-

ряет соотношениям 

        sup 0M tt t C e x x M x , (5) 

где матрица M  – модифицированная матрица собственных векторов матрицы F , т.е. матрица ее собст-

венных векторов единичной нормы, вычисляемая в силу соотношения   1

2
; 1,idiag i n


  M M M . 
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Очевидно, что покрытие  tx  процесса по норме автономной системы, стартующего из точки 

  0 , 0t x , превышает это значение в  C M  раз, оставаясь экспоненциальным. Это значит, что по-

крытие   sup tx  покрывает процесс  tx , характеризующийся наличием выброса при асимптотиче-

ском стремлении к нулю. 
Форма (5) предоставляет возможность исследовать чувствительность траекторий по норме вектора 

состояний к вариациям параметров матрицы F  состояния системы вида (1), тем самым решая задачу 
оценки робастности отклонений траекторий свободного движения апериодических систем. 

Рассмотрим ситуацию, когда параметры матрицы состояния линейно зависят от компонентов век-
тора варьируемых стационарных параметров 0 , PR   q q q q , где 0q  – вектор номинальных значений 

параметров q , q  – их вариация (изменение). Тогда матрица состояния  F q  порождает зависимость от 

этого вектора и всех компонентов покрытия (5) так, что становится справедливой следующая запись: 

           , sup , 0M tt t C e  qx q x q M q x . (6) 

Введем в рассмотрение  -ю функцию  t  чувствительности покрытия (6) к изменению  -го 

компонента вектора параметров q , определив ее с помощью выражения 

            
00

0

sup , 0M Mt t Mt x t C e C e t 
    

      
    

q qq q
q q

q M q M x
q q q

  . (7) 

Основной проблемой вычисления функции чувствительности  t  покрытия (6) с помощью 

формулы (7) является вычисление производной от числа обусловленности модифицированной матрицы 

собственных векторов, которое в силу определения задается соотношением   1С  M M M    так, что 

значение числа обусловленности зависит от выбранной матричной нормы. Известно [8, 9], что если вос-
пользоваться спектральной матричной нормой, то она численно совпадает с максимальным сингулярным 
числом этой матрицы, а норма обратной матрицы совпадает с величиной обратной минимальному сингу-
лярному числу, что позволяет записать 

     1 1
M mС      M M M M M     , (8) 

где    ,M m M M   – соответственно максимальное и минимальное сингулярные числа матрицы M . 

Если в (8) учесть зависимость матрицы M  от вектора параметров q , то получим представление 

        1
M mС   M q M q M q   . Тогда 

              
0 0 0

1 2
M m M m m

v v v

C  

  

  
     

  q q q q q q
M q M q M M M M q

q q q
      . 

Функция параметрической чувствительности  v t  будет вычислена, если будут вычислены функ-

ции чувствительности сингулярных чисел матрицы собственных векторов и функции чувствительности 
собственного числа матрицы состояния системы (1) [5]. 

Для полного приращения   0sup , ,t x q q  покрытия (5) процессов по норме вектора состояния 

системы (1) можно записать 

      0 0 0
1

sup , , , ,
p

Tt t q t q 


      x q q q θ q , (9) 

где     0 0, , ; 1,T t row t p   θ q q . Очевидно, что варьируемое покрытие представляет собой аддитив-

ную композицию (5) и (9). 
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