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Аннотация 
Рассматривается задача идентификации частоты смещенного синусоидального сигнала в отсутствии шумов 
измерений. Предполагается, что смещение и амплитуда синусоидального сигнала являются неизвестными 
функциями времени. Допускается, что частота синусоидального сигнала является неизвестным числом, а смещение и 
амплитуда синусоидального сигнала могут быть представлены в виде кусочно-линейных на интервале функций 
времени. Для оценивания частоты синусоидального сигнала была предложена оригинальная процедура 
параметризации, приводящая исходное нелинейное уравнение к виду стандартной линейной регрессионной модели. 
После ряда специальных преобразований было получено простейшее уравнение, содержащее один неизвестный 
параметр (квадрат от частоты синусоидального сигнала), умноженный на известную функцию времени. Для поиска 
этого параметра был использован стандартный интегральный алгоритм идентификации, позволяющий гарантировать 
робастность оценок к внешним возмущениям, а также улучшать качество переходных процессов за счет 
настроечного коэффициента. Предлагаемый алгоритм идентификации частоты имеет техническую 
привлекательность и может быть использован в задачах компенсации или подавления возмущений и (или) ошибок 
измерений, описываемых гармоническим или полигармоническим сигналами, в том числе для парирования 
вертикальных инерционных ускорений при оценивании аномалий силы тяжести на подвижном объекте. Для 
иллюстрации работоспособности предложенного алгоритма идентификации в статье приведены результаты 
компьютерного моделирования, демонстрирующие достижение поставленных целей. 
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Abstract 
The paper considers the problem of the frequency identification for a biased sinusoidal signal in the absence of measurement 
noise. It is assumed that the displacement and amplitude of the sinusoidal signal are unknown functions of time. It is accepted 
that the frequency of the sinusoidal signal is an unknown number, and the displacement and amplitude of the sinusoidal signal 
can be represented as piecewise linear in the time interval. To estimate the frequency of the sinusoidal signal, an original 
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parametrization procedure was proposed, reducing the original nonlinear equation to the form of a standard linear regression 
model. After a number of special transformations, the simplest equation was obtained, containing one unknown parameter (the 
square of the  sinusoidal signal frequency) multiplied by the known time function. To search for this parameter, we used the 
standard integrated algorithm of identification, which makes it possible to guarantee the robustness of estimates to external 
disturbances, and also to improve the quality of transients due to the tuning coefficient. The proposed frequency identification 
algorithm has technical attractiveness and can be used in problems of compensation or suppression of disturbances and/or 
measurement errors described by harmonic or polyharmonic signals, including for compensation of vertical inertial accelerations 
in estimating gravity anomalies at a mobile object. To illustrate the efficiency of the proposed identification algorithm, the paper 
presents the results of computer modeling demonstrating the achievement of the target goals. 
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Введение 
 

В настоящей статье рассматривается задача идентификации частоты смещенного синусоидального 
сигнала с неизвестными нестационарными амплитудой и смещением. Сама по себе задача идентифика-
ции параметров (частоты/частот) синусоидальных сигналов для случая стационарных амплитуд и сме-
щений хорошо изучена (см., например, [1–4]). В работе [1] для синусоидального сигнала предложен ал-
горитм идентификации частоты, обеспечивающий (за счет подбора коэффициентов настройки алгорит-
ма) возможность повышения скорости сходимости настраиваемого параметра к истинному значению 
(искомой частоте). В статьях [2–4] представлены методы идентификации частот сигнала, содержащего 
известное число гармоник. Эти методы обеспечивают глобальную асимптотическую сходимость на-
страиваемых параметров к истинным значениям, но не предлагают механизмов уточнения оценок иден-
тификации в случае возмущений, а также не позволяют улучшать качество переходных процессов. 

В статьях [5, 6] рассматривается задача улучшения оценок идентификации неизвестной частоты 
синусоидального сигнала в условиях возмущающего воздействия. В работе [5] улучшение оценок обес-
печивает специальная схема переключения коэффициентов алгоритма идентификации, а в [6] – каскад 
полосовых фильтров. 

В подходе [7], обеспечивающем монотонность переходных процессов параметрической иденти-
фикации, а также ускорение сходимости настраиваемых параметров к их истинным значениям, исполь-
зован метод динамического расширения регрессора [8]. 

Однако во всех рассмотренных методах амплитуды синусоидальных сигналов и смещения явля-
ются постоянными числами. В работе [9] предложен метод идентификации частоты синусоидального 
сигнала в случае нестационарной амплитуды, его недостатком является допущение, что значение ампли-
туды синусоидального сигнала получается путем умножения неизвестного числа на известную функцию. 

В настоящей работе предлагается расширение задачи [9] на случай неизвестной нестационарной 
амплитуды. Предлагаемый подход базируется на новом результате [10], обеспечивающем идентифика-
цию нестационарных параметров для линейной регрессионной модели. Полученный алгоритм может 
быть использован при решении ряда технических задач, связанных с компенсацией или подавлением 
возмущений и/или ошибок измерений, описываемых гармоническим или полигармоническим сигналами. 
Такая задача возникает, например, при компенсации вертикальных инерционных ускорений в случае 
оценивания аномалий силы тяжести на подвижном объекте [11–13]. 
 

Постановка задачи 
 

Рассмотрим измеряемый смещенный синусоидальный сигнал вида  
tAAty ω+= sin)( 21 , (1) 

где ω  – неизвестное число, )(1 tA  и )(2 tA  – неизвестные функции времени: 
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ji,β  и jit ,  
– неизвестные числа, qj ,...,1= , причем jit ,  определяет моменты времени, когда в j -й раз 

изменяется скорость вариации параметра )(tAi . 
Необходимо синтезировать алгоритм идентификации 
ˆ ( ) ( )t f yω = , (2) 

обеспечивающий асимптотическую сходимость функции )(ˆ tω  к неизвестному числу ω  
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ˆlim ( ) 0
t

t
→∞

ω −ω = . (3) 
 

Основной результат 
 

Дифференцируя уравнение (1) на интервале времени ),[ 1,, +∈ jiji ttt , получим 

tAty ωω+ωβ+β= cossin 221 , (4) 

tAty ωω−ωωβ= sincos2 2
2

2 , (5) 

tAtt
dt

yd
ωω−ωβω−ωβω−= cossinsin2 2

3
2

2
2

2
3

3
. (6) 

Подставив (4) в (6), получим 

1
22

2
2

3

3
sin2 βω+ω−ωβω−= yt

dt
yd

 .  (7) 

После дифференцирования (7) на интервале времени ),[ 1,, +∈ jiji ttt  

yt
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2
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4

4
cos2 ω−ωβω−= .  (8) 

Из уравнений (5) и (1) следует 
)(sincos2 1
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Тогда уравнение (8) примет вид 
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Следуя [10], применим к уравнению (10) оператор 
1

1
+p

: 

2 4 4
2 1 4 5 3

1 1( ) ( )
1 1

z t z t
p p

= = ω ϕ +ω ϕ +ω ϕ
+ +

2 4 4 4
4 5 3 3

1
1p
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+
 . (11) 

Рассмотрим функцию 

3 1 1 14 4

1 1 ( )
( 1) ( 1)

A t
p p

ϕ = = β = β + ε
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 , (12) 

где )(tε  – экспоненциально затухающее слагаемое. 
Подставив (12) в (11) и пренебрегая )(tε , получим 

2 4 4 4
2 4 5 3 1( )z t = ω ϕ +ω ϕ +ω ϕ −ω β , (13) 

откуда 2 4 4
3 1 2 6 7 1( ) ( ) ( )z t z t z t= − = ω ϕ +ω ϕ +ω β , (14) 

где 6 1 4ϕ = ϕ −ϕ , 7 2 5ϕ = ϕ −ϕ , 4 1
1

1p
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. 

Применив для (14) оператор 
1+p

p
 на интервале времени , , 1[ , )i j i jt t t +∈ , получим 
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Таким образом, для идентификации частоты ω  синусоидального сигнала (1), или решения задачи 
(2), (3), достаточно получить из регрессионной модели (15) истинное значение параметра θ . Отметим, 
что уравнение (15) представляет собой классическую линейную регрессионную модель, для которой 
могут быть применены различные идентификационные подходы (см., например, [14]). Однако для 
квадратичного уравнения (15) с помощью несложных преобразований можно получить регрессионную 
модель с одним неизвестным параметром. 

Умножим слева и справа уравнение (15) на 9ϕ : 
2 2

4 9 8 9 9z ϕ = θϕ ϕ + θ ϕ  

и с помощью замены 10 8
1
2

ϕ = ϕ  получим 

2 2 2 2
9 9 10 10 4 9 102 zθ ϕ + θϕ ϕ + ϕ = ϕ + ϕ , (16) 

откуда 
2 2

9 10 4 9 10( ) zθϕ + ϕ = ϕ + ϕ . (17) 
После простых манипуляций с (17) получим регрессионную модель с одним неизвестным 

параметром 
1/22

5 4 9 10 10 9z z= ϕ + ϕ −ϕ = θϕ . (18) 
Оценить параметр θ  можно с помощью различных техник идентификации (см., например, [14–17]), 

но в настоящей работе использован интегральный алгоритм следующего вида: 
2
9 9 5

ˆ ˆk k zθ = − θϕ + ϕ , (19) 
где 0>k  – коэффициент настройки, увеличив который, можно повысить быстродействие. Для 
подтверждения этого рассмотрим ошибку оценивания  

ˆθ = θ− θ . (20) 
Дифференцируя (20), получим 

2 2 2 2
9 9 5 9 9 9

ˆ ˆ ˆk k z k k kθ = θ− θ = − θϕ + ϕ = − θϕ + θϕ = − θϕ


   , (21) 
откуда 

2
9

0
0( ) ( )

t

t

k d

t t e
− ϕ τ∫

θ = θ  . (22) 
Из (22) легко видеть, что при увеличении коэффициента настройки k  ошибка оценивания (20) 

уменьшается. 
 

Результаты моделирования 
 

Проиллюстрируем работоспособность алгоритма идентификации (19) с помощью компьютерного 
моделирования. Пусть параметры )(1 tA  и )(2 tA  имеют вид (рис. 1): 

1 1
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Рис. 1. График параметров )(1 tA (1) и )(2 tA  (2) во времени  
 

Пусть 2=ω , тогда tAAty 2sin)( 21 += . Проведем компьютерное моделирование для 50k = . 
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Графики переходных процессов оценки параметров )(ˆ tθ  и )(ˆ tω  представлены на рис. 2. 
 

 
 а б 

Рис. 2. Графики оценок параметров )(ˆ tθ  (а) и )(ˆ tω  (б) для 2=ω   
 

Пусть 4=ω , тогда tAAty 4sin)( 21 += . Проведем компьютерное моделирование для 3000k = . 

Графики переходных процессов оценки параметров )(ˆ tθ  и )(ˆ tω  представлены на рис. 3. 
 

 
 а б 

 

Рис. 3. Графики оценок параметров )(ˆ tθ  (а) и )(ˆ tω  (б) для 4=ω   
 

Заключение 
 

В статье предложен новый метод идентификации частоты смещенного синусоидального сигнала 
вида (1). Для решения поставленной задачи (2), (3) сигнал (1) преобразован к более удобному виду (18) и 
применен интегральный алгоритм настройки параметра (19). Для иллюстрации работоспособности 
выполнено компьютерное моделирование, демонстрирующее параметрическую сходимость переменной 
θ̂  алгоритма (19) к истинному значению θ . Полученный алгоритм предполагается использовать при 
компенсации вертикальных инерционных ускорений в задаче оценивания аномалий силы тяжести на 
подвижном объекте. 
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