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Аннотация 
Рассмотрена задача идентификации линейно меняющейся частоты синусоидального сигнала, имеющего неизвестные 
амплитуду и фазу, возникающая, например, при управлении телескопом. Традиционно методы синтеза алгоритмов 
идентификации линейно меняющейся частоты синусоидального сигнала используют неограниченные функции 
времени, что вызывает технические проблемы, поскольку в этом случае наличие шумов при измерении может 
существенно исказить настраиваемый параметр. Предложен подход к идентификации линейно меняющейся частоты, 
предусматривающий итеративную фильтрацию (с использованием линейных устойчивых звеньев первого порядка) 
измеряемого синусоидального сигнала, которая позволяет получить простую линейную регрессионную модель с 
одним неизвестным постоянным параметром. Приведены результаты компьютерного моделирования, 
иллюстрирующие работоспособность представленного алгоритма идентификации. Компьютерное моделирование 
выполнено как при наличии шумов в измерениях, так и в их отсутствие. Путем компьютерного моделирования 
проведен сравнительный анализ предлагаемого подхода с полученными ранее методами, и показано, что 
представленное решение обеспечивает существенное повышение точности идентификации неизвестной частоты при 
наличии шумов. 
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Abstract 
The paper deals with the problem of identification of linearly varying frequency of  sinusoidal signal with unknown 
amplitude and phase. Identification task for linearly varying frequency occurs, for example, during telescope operation 
control and it is of practical interest. Existing synthesis methods for identification algorithms of linearly varying frequency of 
sinusoidal signal use unlimited functions of time that is not attractive from a technical point of view, since the measurement 
noise multiplied by an unlimited function tends to give extremely poor estimates of the tunable parameter. This paper 
proposes a new approach for identification of linearly varying frequency comprising iterative filtering of measured sinusoidal 
signal (with the use of linear first order stable components), which in turn gives the possibility to obtain a simple linear 
regression model with one unknown constant parameter. We present computer simulation results, illustrating the performance 
of the proposed identification algorithm. Computer modeling was performed both in the presence and absence of the 
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measurement noise. Also, comparative analysis of the proposed approach with the previously obtained methods was carried 
out within the framework of computer simulation. It was shown that the presented solution provides a significant 
improvement in the accuracy of an unknown frequency identification in the noise presence. 
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Введение. Математическая постановка задачи 
 

Синтез алгоритма идентификации линейно меняющейся частоты необходим, например, в задачах 
компенсации возмущений при управлении сложными техническими системами [1–4]. В [1] рассмотрена 
задача идентификации линейно меняющейся частоты синусоидального сигнала, имеющего в том числе, 
неизвестные амплитуду и фазу. В результате анализа особенностей управления телескопом сделан вывод, 
что задача идентификации линейно меняющейся частоты синусоидального сигнала возникает, если 
траектория движения оси телескопа состоит из участков движения с постоянной скоростью (в случае 
сопровождения медленных объектов) и участков равноускоренного движения (переход между 
различными объектами, сопровождение быстро движущихся объектов, проекция траекторий которых на 
азимутальную ось описывается параболой). В этом случае развитие зубцового момента (см. подробнее в 
[2–4]) во времени будет описываться гармонической функцией с линейно меняющейся частотой. 
Последнее, в свою очередь, обеспечивает актуальность рассматриваемой задачи идентификации линейно 
изменяющейся частоты синусоидального сигнала. В настоящей статье для идентификации частоты не 
предполагается использование регрессионной модели, содержащей неограниченные функции времени, 
что является более привлекательным с технической точки зрения. 

Как и в работе [1], рассмотрим сигнал вида 
2

( ) sin
2
ty t A

 ω
= + ϕ 

 
, (1) 

где А, ω  и ϕ  – неизвестные числа.  
Ставится задача синтеза алгоритма идентификации неизвестной частоты ω , обеспечивающего 

выполнение условия 

t
lim 0
→∞

ω = , (2)  

где ˆω = ω−ω . 
Если частота синусоидального сигнала является постоянной величиной, то для ее идентификации 

можно использовать различные, хорошо известные методы (см., например, [5–11]), однако они 
неприменимы для задачи идентификации линейно изменяющейся частоты. В работе [1] для модели 
синусоидального сигнала вида (1) произведена параметризация, приводящая нелинейное относительно 
параметра ω уравнение (1) к линейной регрессионной модели вида 

2
1 2 3( ) (2 ) ( )py t p p p= + ξ + θ ξ + ξ , (3) 

где dp
dt

=  – оператор дифференцирования, 1 2

1( ) ( )
( 1)

t y t
p

ξ =
+

, 2 2

1( ) ( ) ( )
( 1)

t t y t
p

ξ = η
+

, 

2
3 2

1( ) ( ) ( )
( 1)

t t y t
p

ξ = η
+

, ( )t tη =  и 2θ = −ω . 

Техническая реализация сигналов 2 2

1( ) ( ) ( )
( 1)

t t y t
p

ξ = η
+

 и 2
3 2

1( ) ( ) ( )
( 1)

t t y t
p

ξ = η
+

 может 

оказаться проблематичной, поскольку в случае использования чистого интегрирования сигналы 2 ( )tξ  и 

3 ( )tξ  чувствительны к шумам. Для разъяснения последнего рассмотрим реализацию функции ( )tη  
1 ( )q t= + ε , (4) 

где ( )tε  – некоторый неучтенный сигнал, например, представляющий собой шум. 
После интегрирования (4) имеем 

0
( ) ( )

t
q t t s ds= + ε∫ , 

откуда легко видеть, что функция ( )q t  отличается от искомой функции ( )tη  на величину 
0

( )
t

s dsε∫ , 

которая, в свою очередь, при constε =  имеет неограниченный рост во времени. Аналогичная проблема 
может возникать, когда в измерениях сигнала ( )y t  содержится шум, т.е. доступен не ( )y t , а сигнал 
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1( ) ( ) ( )y t y t t= + ε , (5) 
в этом случае  

2 2 2

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( 1) ( 1)

t t y t t t
p p

ξ = η + η ε
+ +

, 

2 2
3 2 2

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( 1) ( 1)

t t y t t t
p p

ξ = η + η ε
+ +

.  

Из приведенных уравнений легко видеть, что в случае (5) ошибка оценивания параметра θ  с 
использованием алгоритма (12), (13) из [1] может быть существенной. 

Предлагаемый алгоритм идентификации параметра 2θ = −ω  не содержит элементов ( )tη  и 2 ( )tη , 
он базируется на результатах [12, 13], позволяющих синтезировать алгоритмы идентификации 
нестационарных параметров для линейных регрессионных моделей.  
 

Основной результат 
 

Рассмотрим уравнение (3). Последовательно используя соотношение 

1 2 1 2 1 2
1

p p p p
 α α α

χ χ = χ χ − χ χ + α +α +α +α 
  (см., например, [14]), для 2ξ и 3ξ , получим 

2 3 2 3

1 1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 ( 1) ( 1) ( 1)

ty t y y t y y
p p p p p p p

 
ξ = = − = − + + + + + + + 

, (6) 

2 2
3

1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 1 1

t y t y t y
p p p p p p

  
ξ = = − =  + + + + + +  

 

2
2 2

1 1 1 2 1 2
1 1 1 1( 1) ( 1)

t y t y y
p p p pp p

   
= − − =   + + + ++ +    

 

2
2 4

1 1 1 2 2
1 1 1 ( 1) ( 1)

t y t y y
p p p p p

  
= − + =  + + + + +   

 

2
2 2 3 3 4

1 1 2 2 1 2 2
1 1( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

t y t y t y y y
p pp p p p p

 
= − − + + = + ++ + + + + 

 

2
2 3 4 3 4

1 2 2 2 4
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

t y t y y t y y
p p p p p

= − + − + =
+ + + + +

 

2
2 3 4

1 4 6
( 1) ( 1) ( 1)

t y t y y
p p p

= − +
+ + +

,  (7) 

где α 0> , а 1χ  и 2χ  – любые дифференцируемые функции. 

Откуда для 3ξ  получаем 

2
3 2 2 3 3 4

1 4 4 62
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

p p pt y t y y t y y
p p p p p

ξ = + − − +
+ + + + +

 .  (8) 

Подставив (6) и (8) в уравнение (3), получим 
2

1 2 3

1 2(2 )
( 1) ( 1)

py p p t y y
p p


= + ξ + θ − + + +

 

2
2 2 3 3 4

1 4 4 62
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

p p pt y t y y t y y
p p p p p


+ + − − + =+ + + + + 

 

2
1(2 )p p= + ξ + 2

2 2 3 3 4

3 4 6 6( )
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

p p pt y t y y y y
p p p p p

 
θ + − − + = + + + + + 

 

2
1 11 12 13g t t= + θ ϕ + θ ϕ + θϕ , (9) 

где 
2

1 2

2
( 1)

p pg y
p

+
=

+
, 11 2( 1)

p y
p

ϕ =
+

, 12 2 3

3 4
( 1) ( 1)

py y
p p

ϕ = −
+ +

, 13 3 4

6 6
( 1) ( 1)

py y
p p

ϕ = − +
+ +

. 

Используя оператор 1

1p
α
+α

для уравнения (9), получим 
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21 1 1 1 1
1 1 11 12 13

1 1 1 1 1

pz y g t t
p p p p p
α α α α α

= − = θ ϕ + θ ϕ + θ ϕ =
+α +α +α +α +α

 

2 1 1 1 1 1
11 11 12 12 132

1 1 1 1 11

21
( )

t t t
p p p p pp

 α α α α α
= θ ϕ −θ ϕ + θ ϕ −θ ϕ + θ ϕ = + α +α +α +α +α+α 

 

2 1 1 1
11 11 112 3

1 1 1

2 2
( ) ( )

t t
p p p
α α α

= θ ϕ −θ ϕ + θ ϕ +
+α +α +α

 

1 1 1
12 12 132

1 11( )
t

p pp
α α α

+θ ϕ −θ ϕ + θ ϕ =
+α +α+α

 

2 1 1 1
11 11 122

1 11

2
( )

t t
p pp

 α α α
= θ ϕ + θ − ϕ + ϕ + + α +α+α 

 

1 1 1
11 12 133 2

11 1

2
( ) ( ) pp p

 α α α
+θ ϕ − ϕ + ϕ = + α+α +α 

 

2
21 22 23t t= θ ϕ + θ ϕ + θϕ , (10) 

где 1 1
1 1

1 1

pz y g
p p
α α

= −
+α +α

, 1
21 11

1p
α

ϕ = ϕ
+α

, 1 1
22 11 122

11

2
( ) pp

α α
ϕ = − ϕ + ϕ

+α+α
, 

1 1 1
23 11 12 133 2

11 1

2
( ) ( ) pp p

α α α
ϕ = ϕ − ϕ + ϕ

+α+α +α
. 

Умножим, соответственно, уравнения (9) и (10) на 21ϕ , 11ϕ  и вычтем одно из другого 

21 1 21 1 11 12 21 22 11 13 21 23 11 32 33( ) ( )y g z t tϕ − ϕ − ϕ = θ ϕ ϕ −ϕ ϕ + θ ϕ ϕ −ϕ ϕ = θ ϕ + θϕ , (11) 
где 32 12 21 22 11ϕ = ϕ ϕ −ϕ ϕ и 33 13 21 23 11ϕ = ϕ ϕ −ϕ ϕ . 

Используем оператор 2

2p
α
+α

для уравнения (11): 

2 2 2 2 2
2 32 33 32 32 332

2 2 2 22( )
z t t

p p p pp
 α α α α α

= θ ϕ + θ ϕ = θ ϕ − ϕ + θ ϕ = + α +α +α +α+α 
 

2 2 2
32 32 33 42 432

2 22( )
t t

p pp
 α α α

= θ ϕ + θ − ϕ + ϕ = θ ϕ + θϕ + α +α+α 
, (12) 

где ( )2
2 21 1 21 1 11

2

z y g z
p
α

= ϕ − ϕ − ϕ
+α

 , 2
42 32

2p
α

ϕ = ϕ
+α

, 2 2
43 32 332

22( ) pp
α α

ϕ = − ϕ + ϕ
+α+α

. 

Аналогично предыдущему действию, умножим уравнение (11) на 42ϕ , а (12) – на 32ϕ :  

21 42 1 21 42 1 11 42 2 32 33 42 43 32 53( )y g z zϕ ϕ − ϕ ϕ − ϕ ϕ − ϕ = θ ϕ ϕ −ϕ ϕ = θϕ , (13) 
где 53 33 42 43 32ϕ = ϕ ϕ −ϕ ϕ . 

Поскольку уравнение (13) содержит нереализуемый член 21 42yϕ ϕ , то применим для него фильтр 
1

1p +
: 

[ ] [ ]3 1 21 42 1 11 42 2 32
1 1

1 1
z y g z z

p p
= Φ − ϕ ϕ + ϕ ϕ + ϕ = θΨ

+ +
 , (14) 

где 21 42Φ = ϕ ϕ , 53
1

1p
Ψ = ϕ

+
 и [ ]1 1

1 1 1 1
p py y y

p p p p
 

Φ = Φ − Φ + + + + 


 ,

1 2
21 42 21 42 42 11 21 32

1 2

p p
p p
α α

Φ = ϕ ϕ +ϕ ϕ = ϕ ϕ +ϕ ϕ
+α +α



  . 

Таким образом, получено уравнение первого порядка, для которого можно использовать различные 
подходы к оцениванию параметра θ . Воспользуется алгоритмом, аналогичным [15] 

2
3

ˆ ˆ zθ = −κΨ θ+ κΨ , (15) 
где с помощью коэффициента 0κ >  можно регулировать быстродействие параметрической сходимости. 

Для иллюстрации работоспособности предложенного алгоритма идентификации рассмотрим 
пример. 
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Пример 
 

Сравним алгоритм идентификации (15) с опубликованным в [1]. Сначала, следуя [1], зададим 
2A = , 0,1ω = , 2ϕ = −  и промоделируем алгоритм (15) для 1 2α = , 2 3α =  и 10000κ = . На рис. 1, а и б 

представлены графики моделирования соответственно для алгоритма из статьи [1] и представленного в 
настоящей работе. Легко видеть, что оба подхода обеспечивают выполнение условия (2). Теперь 
рассмотрим более реалистичный случай, когда сигнал ( )y t  измеряется неточно (см. уравнение (5)).  
В качестве ( )tε  выберем частотно ограниченный белый шум с мощностью 0,001N =  и промоделируем 
оба алгоритма. Из графика переходного процесса переменной ω̂  (рис. 2) в случае использования 
алгоритма [1] легко видеть, что оценки 0,1ω =  неудовлетворительны. Однако оценки, полученные с 
помощью алгоритма, представленного в настоящей статье, при 0,1ω = , существенно точнее и могут быть 
улучшены за счет выбора коэффициента 0κ > (рис. 3). Таким образом, предлагаемый в настоящей статье 
алгоритм является робастным по отношению к шумам. 
 

 
                                                   а                                                                                 б 

Рис. 1. График переходных процессов переменной ω̂  при отсутствии шума ( )tε :  
а – алгоритм из [1], 0,1ω = , 2A = , 2ϕ = − , 1κ = ,  

б – предложенный в настоящей статье, 0,1ω = , 2A = , 2ϕ = − , 1 2α = , 2 3α =  и 10000κ =  
 

 
 

Рис. 2. График переходных процессов переменной ω̂  при наличии шума ( )tε : алгоритм (12), (13) 
из [1] при 0,1ω = , 2A = , 2ϕ = − , 0,001κ =  

 

 
а                                                                                б 

 

Рис. 3. График переходных процессов переменной ω̂  при наличии шума ( )tε :  

алгоритм (15) при 0,1ω = , 2A = , 2ϕ = − , 1 0, 2α = , 2 0,3α = , 15κ =  (а) и 100 (б) 
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Заключение 
 

В настоящей статье предложен алгоритм идентификации линейно меняющейся частоты 
синусоидального сигнала вида (1), обеспечивающий выполнение целевого условия (2). Проведенное 
компьютерное моделирование наглядно иллюстрирует лучшее качество оценивания алгоритма (15) по 
сравнению с представленным в работе [1], а также его робастность к неучтенным шумам. 
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