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Аннотация 
Резонансные состояния (квазисобственные функции) играют большую роль в задаче рассеяния и при описании 
транспортных процессов. Для квантовых графов, имеющих как конечные, так и бесконечные ребра, рассматривается 
полнота системы резонансных состояний на конечном подграфе. На ребрах графов действует оператор Шредингера. 
Учитывается связь задачи рассеяния с функциональной моделью Секефальви–Надя. В частности, матрица рассеяния 
является характеристической функцией функциональной модели, а вопрос о полноте системы резонансных 
состояний сводится к выяснению типа факторизации характеристической функции на произведение Бляшке и 
сингулярную внутреннюю функцию. Это позволяет использовать для доказательства полноты (неполноты) 
имеющийся в функциональной модели эффективный признак отсутствия сингулярного сомножителя при разложении 
на множители характеристической функции. Доказана неполнота системы резонансных состояний для графа типа 
«кольцо», соединенного с волноводом в одной точке (исходный граф). Исследуется зависимость полноты системы 
резонансных состояний от изменения геометрии исходного графа. 
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Abstract 
Resonant states (quasi-intrinsic functions) play an important role in the scattering problem and in the description of transport 
processes. We consider the system completeness of resonance states on a finite subgraph for quantum graphs with both finite and 
infinite edges. The Schrodinger operator acts on the graph edges. The relationship of the scattering problem with the Szőkefalvi-
Nagy functional model is taken into account. In particular, the scattering matrix is a characteristic function of the functional model, 
and the question of the system completeness of resonant states is reduced to factorization type determining of the characteristic 
function on the Blaschke product and the singular internal function. This fact makes it possible to use an effective sign of a singular 
factor absence in the decomposition of the characteristic function for the proof of completeness (incompleteness) available in the 
functional model. The system incompleteness of resonance states for a "ring-type" graph connected to a waveguide at one point 
(initial graph) is proved. The dependence of the system completeness of resonant states on initial graph geometry changes is studied. 
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Введение 
 

Во многих нанотехнологических проблемах возникает необходимость моделирования наноэлек-
тронных систем квазиодномерного типа [1–4]. В этой ситуации удобно использовать модель квантовых 
графов [5]. В задачах баллистического квантового транспорта, в частности в графовой модели, важную 
роль играют резонансы и соответствующие резонансные состояния [6–8]. При этом возникает вопрос 
полноты системы этих состояний в конечной подобласти (на ограниченном подграфе). Он связан, с одной 
стороны, с математической возможностью разложения функций в ряды по резонансным состояниям, а с 
другой стороны, с физической возможностью возбуждать любое состояние в ограниченной подобласти с 
помощью приходящих  волн.  

В настоящей работе исследуется полнота системы резонансных состояний оператора Шредингера 
для квантовых графов различной геометрии. В предыдущих работах рассмотрена полнота системы резо-
нансных состояний оператора Шредингера для графа типа «пучок ребер между двумя вершинами» [9], 
для графа «отрезок, присоединенный к прямой» [10, 11], для графа типа «кольцо» [12]. Использование 
оператора Дирака на ребрах графа, а также вставка в конечную часть подграфа элементов другой размер-
ности (сфер, шаров) не влияет на полноту [13]. Для всех указанных графов обнаруживалась полнота сис-
темы резонансных состояний, кроме графа типа «кольцо». Поэтому возникает естественный вопрос о 
влиянии геометрии графа на полноту системы резонансных состояний. Будем выделять в графе внешние 
вершины, к которым подсоединены бесконечные ребра. Остальные вершины будем называть внутренни-
ми. В качестве исходного рассмотрим граф типа «кольцо» (рис. 1) с одной внешней вершиной. Будем ис-
следовать два типа возмущений этого графа: внесение изменений, затрагивающих или не затрагивающих 
внешнюю вершину. 
 

Постановка задачи. Построение модели 
 

Рассмотрим граф типа «кольцо», изображенный на рис. 1. На ребрах графа задан оператор 

Шредингера 
2

2

dH
dx

= − . Ищем волновую функцию, удовлетворяющую стационарному уравнению 

Шредингера 2'' 0kψ + ψ = , где k  – волновое число. Для вершин графа заданы условия, связывающие 
волновые функции на смежных ребрах: 

1 2 3 3

1 2 3 3 1

(0) (0) (0) ( )
' (0) ' (0) ' (0) ' ( ) (0)

L
L

ψ = ψ = ψ = ψ
−ψ +ψ −ψ +ψ = αψ

 , (1) 

где α  характеризует силу точечного потенциала в вершине графа, 1ψ , 2ψ , 3ψ  – волновые функции на 
ребрах 1, 2, 3 графа соответственно, L  – длина окружности кольца. 
 

 
Рис. 1. Граф 1a  

 

Матрица рассеяния имеет вид: ( )
R T
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T R
 

=  
 

S , где R  и T  – коэффициенты отражения и 

прохождения, которые находятся из условий в вершине графа. Так как матрица ( )kS  симметрична, то 
при удовлетворении условиям (1) получим 1R T= −  и ( ) 1 2k T= −S . Также из (1) найдем 
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При 0α =  получаем Im( ) ikL L ks k e e−= = . Для определения полноты системы резонансных 
состояний будем использовать соответствующий критерий [14, 15]:  

2

21
0

( )lim ln ( ( ) ( )) 0
( ( ) ( ) )

it
itr

P rs P r e iC r dt
P r e C r i

π

→
+ =

+ +∫ , 

где 
2

2 2

2 1( ) , ( )
1 1

r rP r C r
r r

+
= =

− −
. В рассматриваемом случае ( )s k  имеет экспоненциальный вид, что 

приводит к возрастанию порядка 2

1
1 r−

 при 1r →  для ln ( )s k . С учетом поведения другого множителя в 

подынтегральном выражении это дает конечное ненулевое предельное значение, т.е. нарушение критерия, 
означающее неполноту системы резонансных состояний для графа, изображенного на рис. 1.  
В рассмотренном случае интеграл может быть явно вычислен, критерий работает и в более сложных 
ситуациях, позволяя выявить наличие или отсутствие экспоненциального множителя. При отсутствии 
экспоненциального множителя ln ( )s k  имеет меньший порядок роста при 1r → , поэтому предел 
оказывается нулевым. 
 

Неполнота системы резонансных состояний 
 

Рассмотрим модификацию геометрии графа, не затрагивающую внешней вершины. Во всех 
рассмотренных ниже модификациях Graph 1b, 1c, 1d (рис. 2–4) свойство неполноты системы 
резонансных состояний сохраняется, что проверяется с помощью описанного выше критерия. 

Граф 1b. К кольцу исходного графа прикрепляется отрезок длины N  (рис. 2). 
 

 
Рис. 2. Граф 1b 
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Граф 1c. К конечному ребру исходного графа прикрепляется кольцо с длиной окружности N  (рис. 3). 
 

 
Рис. 3. Граф 1c 

 

Определитель матрицы рассеяния таков: 
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Если 0α = , то 2det ( ) / 2ikL ikNk e e= −S . 
 

Граф 1d. Конечное ребро исходного графа претерпевает в центре разрыв. Рассматривается граф, 
состоящий из двух полуосей и двух отрезков длины L  (рис. 4). 
 

 
Рис. 4. Граф 1d 

 

Имеем: 2 2 ctgdet ( )
2 2 ctg
ik k kLk
ik k kL

α + +
=
α − +

S . Если 0α = , то 2det ( ) ikLk e=S . 

 

Полнота системы резонансных состояний 
 

Рассмотрим модификации базового графа, затрагивающие внешнюю вершину. При таких 
преобразованиях ситуация может измениться, что показывают рассмотренные ниже примеры. 

Граф 2a. К вершине графа присоединен отрезок длины N  (рис. 5). 
 

 
 

Рис. 5. Граф 2a 
 

При этом получим: (1 )( ctg ) 4det ( ) .
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ikL ikL

ikL

e k kN ikek
e k kN ik

+ −α −
=

+ −α +
S   
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+ −
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S . 

 

Граф 2b. К вершине графа присоединено кольцо с длиной окружности N  (рис. 6). 
 

 
 

Рис. 6. Граф 2b 
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Граф 2c. В вершине графа один конец отсоединен от вершины (рис. 7). 
 

 

Рис. 7. Граф 2c 
 

Определитель матрицы рассеяния: 2 (2 ctg )det ( )
2 (2 ctg )
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− +α
= −

− −α
S . 

Если 0α = , то ctg 2det ( )
ctg 2

i kLk
i kL

−
=

+
S . 

 

Граф 2d. В вершине графа между кольцом и осью добавлен отрезок длины N  (рис. 8). 
 

 

Рис. 8. Граф 2d 
 

Определитель матрицы рассеяния: 
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Граф 2e. К вершине графа добавлены два отрезка длиной L , при этом второй конец этих отрезков 
присоединен к кольцу в одной точке. Таким образом, граф состоит из четырех отрезков одинаковой 
длины и двух вершин (рис. 9). 
 

 
Рис. 9. Граф 2e 
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Граф 2f. В вершину графа добавлен отрезок длиной N (рис. 10). 
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Рис. 10. Граф 2f 

 

Определитель матрицы рассеяния: 
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Заключение 
 

Рассмотрена задача о полноте системы резонансных состояний оператора Шредингера для кванто-
вых графов различной геометрии. Исследовано влияние геометрии графа на полноту системы резонанс-
ных состояний. В качестве исходного графа рассмотрен граф типа «кольцо», для которого доказана  
неполнота системы резонансных состояний на кольце. Исследованы возмущения этого графа, затраги-
вающие и не затрагивающие внешнюю вершину. 

Показано, что при внесении изменений, не меняющих ситуацию во внешней вершине графа,  
сохраняется неполнота системы резонансных состояния. При внесении модификаций, меняющих соот-
ношение числа конечных и бесконечных ребер, подсоединенных к внешней вершине, восстанавливается 
полнота системы резонансных состояний на конечном подграфе. 
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