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Аннотация
Введение. Представлены результаты исследования погрешности метода гомодинной демодуляции на основе 
решений функции арктангенса (PGC-ATAN). Метод связан с использованием фильтра низких частот в данном 
алгоритме демодуляции фазы сигнала. Метод. Исследован метод демодуляции интерференционного сигнала 
методом PGC-ATAN. Обнаружены и рассмотрены погрешности на этапе фильтрации методом скользящего 
среднего. Аналитически рассчитаны поправки к сигналу с учетом погрешности, вносимой фильтром низких 
частот. Основные результаты. Выведены формулы для расчета поправок к сигналам S1(t), S2(t), S3(t), S4(t) 
полученным с помощью фильтрации исходного сигнала, умноженного на сигнал опорного генератора. Выполнено 
сравнение результатов расчетов с данными математического моделирования обработки интерференционного 
сигнала методом PGC-ATAN. Демодуляция сигнала с учетом поправок показала, что влияние на фазу сигнала 
оказывается небольшим при невысокой скорости нагрева. Замечено, что для высокоскоростных процессов 
погрешность может приводить к серьезным искажениям искомой фазы сигнала. Обсуждение. Рассчитанные 
поправки к обрабатываемому интерференционному сигналу позволят улучшить метод демодуляции на основе 
вычислений функции арктангенса и точнее рассчитывать искомую фазу сигнала.
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Abstract
In this paper, we study the errors of the homodyne demodulation method based on arctangent function solutions (PGC-
ATAN) which are associated with the use of a low-pass filter (LPF) in this signal phase demodulation algorithm. The 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ И КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

MODELING AND SIMULATION

http://ntv.ifmo.ru/
http://ntv.ifmo.ru/en/
mailto:gpmirosh@gmail.com
https://orcid.org/0000-0002-4265-8818
mailto:11arzh11@gmail.com
https://orcid.org/0000-0003-4869-2838
mailto:plotnikov-michael@yandex.ru
https://orcid.org/0000-0003-2506-0379
mailto:gpmirosh@gmail.com
https://orcid.org/0000-0002-4265-8818
mailto:11arzh11@gmail.com
https://orcid.org/0000-0003-4869-2838
mailto:plotnikov-michael@yandex.ru
https://orcid.org/0000-0003-2506-0379


Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики, 2023, том 23, № 4 
796 Scientific and Technical Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2023, vol. 23, no 4

Погрешности алгоритма демодуляции с генерируемой фазой несущей...

method of demodulation of an interference signal by PGC-ATAN method is investigated in order to detect and consider 
in more detail the errors at the filtering stage (the article considers the moving average method), and corrections to the 
signal are analytically calculated, taking into account the error introduced by the low-pass filter. We obtained formulas 
for calculating corrections to the signals S1(t), S2(t), S3(t), S4(t) which received by filtering the original signal multiplied 
by the reference oscillator signal, the calculations were compared with the results of mathematical modeling of the 
interference signal processing by the PGC-ATAN method. The demodulation of the signal, taking into account the 
corrections, showed that, in general, the effect on the signal phase is small at a low heating rate, however, for high-speed 
processes, the error can lead to serious distortions of the desired signal phase. These calculated corrections for processed 
interference signal will improve the demodulation method based on the calculations of the arc tangent function and more 
accurately calculate the desired phase of the signal.
Keywords
PGC, interferometry, measurement errors
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Введение

Волоконно-оптические интерферометрические дат-
чики обладают рядом преимуществ благодаря высокой 
чувствительности, низкой стоимости и невосприимчи-
вости к электромагнитным помехам. Данные датчики 
успешно применяются во многих областях, таких как 
вибромониторинг различных объектов, подводное аку-
стическое зондирование, деформационный мониторинг 
объектов, измерение скорости прецессии гироскопов, 
некоторые химические или биомедицинские, а также 
температурные измерения. Для восстановления акусти-
ческого сигнала с выхода интерференционного датчика 
используют алгоритм демодуляции с генерируемой 
фазой несущей (PGC). Этот алгоритм активно исполь-
зуется из-за его широкого динамического диапазона, 
хорошей линейности фазовой характеристики и высо-
кой чувствительности.

Запишем сигнал с фотодиода Sin(t), поступающий на 
схему гомодинного детектирования в виде:

 Sin(t) = I0(1 + nI(t))(1 + Vcos(Ccos(ωct) + φ(t) + np(t))) + 
 + nc(t),

где np(t) — фазовый шум, возникающий из-за частотно-
го шума лазерного источника; nc(t) — шум электронной 
схемы (фотоэлектрические преобразования, усилители 
и схемы дискретизации), который можно смоделиро-
вать как аддитивный белый гауссовский шум; nI(t) — 
шум интенсивности света, исходящий от лазерного 
источника, модулятора, оптических усилителей; I0 — 
средняя интенсивность интерференционного сигна-
ла; V — параметр видности; C — глубина модуляции 
(амплитуда несущей); ωc = 2πvc — частота модуляции; 
vc — частота колебаний; φ(t) — фаза, зависящая от 
изучаемого сигнала.

Алгоритм PGC активно изучается, исследуются гра-
ницы его применимости, рассчитываются погрешности 
и поправки к методу для того, чтобы качественнее и 
эффективнее выделять искомую фазу сигнала.

Цель работы — поиск погрешностей, вносимых 
фильтром низких частот (ФНЧ) в сигнал, представля-
ющий собой умножение интерференционного сигнала 
и сигнала с опорного генератора. 

Обзор предыдущих исследований

Существует несколько вариантов алгоритма PGC. 
Все алгоритмы начинаются с процесса гомодинной 
демодуляции, основанной на умножении сигнала Sin(t) 
на сигнал опорного генератора, который может иметь 
гармоники частоты модуляции от первой до четвертой 
в зависимости от схемы, и последующей фильтрации 
результата с помощью фильтра низкой частоты. После 
фильтрации получают низкочастотные сигналы, обо-
значаемые Sk(t), где k = 1, 2, 3, 4 — номер умножаемой 
гармоники. Сигналы Sk(t) зависят от измеряемой фазы 
φ(t), которую необходимо извлечь с помощью последу-
ющей обработки.

Отметим основные алгоритмы обработки сиг-
налов. В работах [1–5] предложен метод диф-
ференцированного перекрестного умножения 
(differentiate-cross-multiply, PGC-DCM), основанный 
на дифференцировании сигналов S1(t) и S2(t), их пере-
крестном перемножении и интегрировании. В результа-
те получен сигнал, пропорциональный изучаемой фазе 
φ(t). Эта схема позволяет восстанавливать измеренные 
фазовые сигналы из сигнала помехи независимо от 
рабочей точки интерферометра, однако на нее вли-
яет эффект возмущения интенсивности света (Light 
Intensity Disturbance, LID). В работах [6–8] предложен 
метод демодуляции, использующий метод PGC-ATAN, 
который устраняет влияние LID, однако результат де-
модуляции строго зависит от глубины модуляции C. 
Если глубина демодуляции C отклоняется от 2,63 рад, 
результаты демодуляции будут иметь серьезные гармо-
нические искажения. В работах [7–14] сформулирован 
улучшенный алгоритм PGC, основанный на вычисле-
нии функции арктангенса и дифференциальном ум-
ножении (DSM). Для схемы демодуляции алгоритма 
PGC на основе подходов PGC-DCM [9] и PGC-ATAN 
разработаны гибридные алгоритмы [15–26], такие как 
PGC-RCM [19], улучшенный PGC [20], PGC-DCM-
ATAN [21], PGC-ARCCOT-DSM [22], PGC-ATAN-DSM 
[23], PGC-DSMI [24], PGC-Elim-B [25], PGC-Elim-BC 
[26]. В работе [12] исследован алгоритм, основанный 
на вычислении четырех сигналов S1(t), S2(t), S3(t), S4(t), 
получаемых с помощью четырех гармоник частоты 
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модуляции. Этот алгоритм устойчив к флуктуациям 
интенсивности лазера, глубины модуляции, положе-
ния рабочей точки и имеет большой динамический 
диапазон. В перечисленных работах исследованы шу-
мовые характеристики демодулированной фазы φ(t) и 
отмечено, что ФНЧ вносит погрешность в измеряемую 
фазу. Детальное исследование погрешности от ФНЧ 
исследовано в работе [6]. Тем не менее, в указанных 
работах не исследованы погрешности, вносимые ФНЧ 
в демодулированные сигналы S1(t), …, S4(t).

В настоящей работе использован метод PGC-ATAN. 
Пренебрежем шумовыми характеристиками в сигнале 
Sin(t), который запишем в виде:

 Sin(t) = A + Bcos(Ccos(ωct) + φ(t)),  (1)   

где A и B — константы, определяемые интенсивностью 
и видностью оптического излучения.

Исследуем поправки к полученным сигналам  
S1(t), …, S4(t) после их обработки ФНЧ.

На рис. 1 изображена схема гомодинной демодуля-
ции на основе решений функции арктангенса (метод 
PGC-ATAN) [10].

ФНЧ – скользящее среднее

Исчерпывающими характеристиками любого линей-
ного фильтра являются в операторном пространстве — 
передаточная функция, во временном пространстве — 
импульсная характеристика. Используем в качестве 
ФНЧ нерекурсивный линейный дискретный фильтр. 
Запишем уравнение фильтрации, имеющее вид свертки 
сигнала с импульсной характеристикой:

 yk = ∑
P–1

j=0
xk–jbj,  (2)

где yk — k-ое значение выходного сигнала; xj — j-ое 
значение входного сигнала; bj — отсчеты импуль-
сной характеристики фильтра; P — порядок фильтра. 
Исследуем простой фильтр скользящего среднего, для 
которого импульсная характеристика равна

 bj = , j = 0, 1, …, P – 1.

После преобразования запишем уравнение фильтра-
ции для фильтра скользящего среднего 

 yk = ∑
k

j=k–P+1
xj. 

При k = n + P – 1

 yn = ∑
n+P–1

j=n
xj, (3)

где P — интервал усреднения (порядок фильтра); ωd 
— частота дискретизации; ωc — частота модуляции:

 P = .  (4)

Найдем амплитудно-частотную характеристику 
K(ω) фильтра (3)

 K(ω) =  ∑
n+P–1

k=n
exp(–iωTdk) =  ,  (5)

где Td — период дискретизации.
Детектируемый сигнал алгоритма PGC (1) при по-

стоянной фазе  изменяется во времени на частотах, 
кратных частоте модуляции ωc. Для правильной работы 

Рис. 1. Схема гомодинной демодуляции метода PGC-ATAN: ADC — аналого-цифровой преобразователь; RO — опорный 
генератор; LPF — фильтр низких частот; X/Y — операция деления; ATAN — операция вычисления значений функции 
арктангенса; Phase unwrapping — блок доворачивания фазы; HPF — фильтр высоких частот; C evaluation block — блок 
вычисления глубины модуляции; Error evaluation block — блок расчета ошибок; PI-regulator — схема обратной связи 

с интегратором; DAC — цифро-аналоговый преобразователь
Fig. 2. PGC-ATAN demodulation scheme: ADC — analog-to-digital converter; RO — reference oscillator; LPF — low pass filter; 

X/Y — division block; ATAN — arctangent function block; Phase unwrapping block; HPF — high pass filter; C — evaluation block 
and Error evaluation block; PI-regulator — integrator feedback scheme; DAC— digital-to-analog converter
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алгоритма необходимо, чтобы эти частоты являлись 
нулями K(ω). Именно этим свойством обладает ам-
плитудно-частотная характеристика ФНЧ-скользящее 
среднее (5). Недостатком этого фильтра, как и других 
дискретных фильтров, является ограничение диапазона 
фильтрации по частоте: частота сигнала не должна пре-
восходить частоту Котельникова, равной половине ωd. 

Иначе говоря,

  < .   (6)

Область изменения частот в сигнале (1) зависит от 
параметра глубины модуляции C. Обычно выбирают 
оптимальную глубину модуляции:

 C ≈ 2,6.

Тогда в сигнале (1) можно ограничиться первыми 
пятью гармониками, и, как следствие, выбрать глубину 
фильтрации P ≥ 20. Запишем формулу (3) в непрерыв-
ной форме:

 Td = dt, Tdj = t

 y(t) = ∫
t+Tc

t
x(tʹ)dtʹ

, (7)

где Tc — период модуляции.
В этом случае амплитудно-частотная характеристи-

ка фильтра примет вид

 K(ω) =   ∫
t+Tc

t
exp(–iωtʹ)dt =  .  (8)

Характеристики (5) и (8) совпадают, при условии 
(6). Для расчетов уравнение фильтра (7) в непрерывной 
форме удобнее, чем дискретное уравнение (3).

Расчет поправок к сигналам

В блоке гомодинной демодуляции выполняется 
умножение сигнала Sin(t) (1) на гармоники частоты 
ωc задающего генератора с номерами r = 1, 2, 3, 4. 
Полученное произведение пропускается через ФНЧ, в 
качестве которого будем использовать фильтр скользя-
щего среднего, функционирующий, согласно соотно-
шению (7). В результате выделяются искомые низко-
частотные сигналы Sr(t)

 Sr(t) = ∫
t+Tc

t
Sin(tʹ)cos(rωctʹ)dtʹ.  

Подставим (1), получим

 Sr(t) = Sr
(c)(t) + Sr

(s)(t) , 

где

 Sr
(c)(t) = B ∫

t+Tc

t
cos(Ccos(ωctʹ))cos(φ(tʹ))cos(rωctʹ)dtʹ

 Sr
(s)(t) = –B ∫

t+Tc

t
sin(Ccos(ωctʹ))sin(φ(tʹ))cos(rωctʹ)dtʹ

.

В формуле (1) параметры A и B полагаются не зави-

сящими от времени, интеграл A ∫
t+Tc

t
cos(rωctʹ)dtʹ равен 

нулю (свойство (8) фильтра скользящего среднего).
Перепишем сигналы Sr

(c)(t) и Sr
(s)(t) с помощью фор-

мулы Якоби–Ангера [27].

 cos(Ccos(ωctʹ)) = J0(C) + 2 ∑
∞

k=1
(–1)kJ2k(C)cos(2kωctʹ),

 sin(Ccos(ωctʹ)) = 2 ∑
∞

k=0
(–1)kJ2k+1(C)cos((2k + 1)ωctʹ).

Тогда 

 Sr
(c)(t) = B(J0(C)A0,r(t) + 2 ∑

∞

k=1
(–1)kJ2k(C)A2k,r(t)),

 Sr
(s)(t) = –2B ∑

∞

k=0
(–1)kJ2k+1(C)B2k+1,r(t),

где 

 A2k,r(t) = ∫
t+Tc

t
cos(2kωctʹ)cos(φ(tʹ))cos(rωctʹ)dtʹ;

B2k+1,r(t) = ∫
t+Tc

t
cos((2k + 1)ωctʹ)sin(φ(tʹ))cos(rωctʹ)dtʹ.

 (9)

Поясним, по какой причине для анализа погрешно-
стей фильтрации был выбран ФНЧ скользящего сред-
него, обладающий свойством (8). Рассмотрим интеграл 
B2k+1,r(t) при условии независимости искомой фазы φ(t) 
от времени. Имеем

 B2k+1,r(t) = sin(φ) ∫
t+Tc

t
cos((2k + 1)ωctʹ)cos(rωctʹ)dtʹ. 

Из формулы (8) следует, что при условии r = 2k + 1 

получим B2k+1,r(t) = sin(φ), в противном случае этот 

интеграл равен нулю. Другими словами, ФНЧ сколь-
зящего среднего идеально отфильтровывает все гар-
моники задающего генератора и правильно выделяет 
низкочастотную часть сигнала (при условии, что фаза 
не зависит от времени). Если фаза меняется во времени, 
то фильтрация вносит погрешность в искомый низко-
частотный сигнал. Поправки к S1(t), …, S4(t) найдем 
при условии 

 ξ =  << 1, t ≤ tʹ ≤ t + Tc,

где ξ — параметр малости.
При этом условии можно разложить φ(tʹ) в ряд 

Тейлора в интегралах (9): 

 φ(tʹ) = φ(t) + φ(t)(tʹ – t). 

Ограничимся вычислением поправок первого по-
рядка по параметру ξ:

 Sr(t) = Sr
(0)(t) + ξΔSr(t).   (10)

Найдем интегралы A2k+1,r(t), B2k+1,r(t) с точностью 
до первого порядка по параметру ξ. 
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 Для A2k,r(t) получим

 A2k,r(t) = δ2k,rA2k,r
(0) (t) + ξA2k,r

(1) (t),

 A2k,2k
(0) (t) = ,

 A2k,2k
(1) (t) = –    ,

A2k,r
(1) (t) = –     + ,

при условии, что r ≠ 2k.
Для A2k+1,r(t) получим

 B2k+1,r(t) = δ2k+1,rB2k+1,r
(0) (t) + ξB2k+1,r

(1) (t),

 B2k+1,2k+1
(0) (t) = ,

 B2k+1,2k+1
(1) (t) =   ,

 B2k+1,r
(1) (t) =    + 

 + ,

при условии, что r ≠ 2k + 1, где δn,m — символ Кро не-
кера.  

Рассчитаем нулевой порядок для Sr(t):

 S1
(0)(t) = –2BJ1(C)B1,1

(0)(t) = – BJ1(C)sin(φ(t)),

 S2
(0)(t) = –2BJ2(C)A2,2

(0)(t) = – BJ2(C)cos(φ(t)),

 S3
(0)(t) = 2BJ3(C)B3,3

(0)(t) = BJ3(C)sin(φ(t)),

 S4
(0)(t) = 2BJ4(C)A4,4

(0)(t) = BJ4(C)cos(φ(t)),

где J1, J2, J3, J4 — функции Бесселя первого рода 1,2,3 
и 4 порядков соответственно.

Поправка первого порядка для Sr(t) (10) имеет вид

  ΔSr(t) = B(J0(C)A0,r
(1)(t) + 2 ∑

k=1
(–1)kJ2k(C)A2k,r

(1) (t) –

 – 2 ∑
k=0

(–1)kJ2k+1(C)B2k+1,r
(1) (t)). 

где J0 — функция Бесселя нулевого порядка; J2k и 
J2k+1 — функции Бесселя 2k и 2k + 1 порядков.

Применение метода PGC-ATAN  
для вычисления фазы φ(t)

Кратко опишем протокол действия метода PGC-
ATAN, используемый для численного моделирования:

1. Зададим сигнал с детектора (1), с зависящей от 
времени фазой φ(t) и частотой модуляции vc = 2·104 Гц. 
Рассмотрим два случая: медленное изменение фазы

 φ(t) = πcos(0,05vct), ξmax ≈ 0,025   (11)

и быстрое изменение фазы

 φ(t) = 16πcos(0,05vct), ξmax ≈ 0,4.   (12)

2. Умножим сигнал (1) на cos(rωct), r = 1, 2, 3, 4 и 
дискретизируем результат с частотой дискретизации  
vd = 2·106 Гц.

3. Пропустим полученные векторы через ФНЧ-
скользящее среднее (2) с порядком фильтрации P = 100 
(4). Получим четыре дискретизированных сигнала 
S1(t), …, S4(t).

4. Применим процедуру арктангенса и вычислим 
искомую фазу: 

 φ(t) = arctan     .  (13)

Равенство (13) справедливо благодаря известным 
свойствам функций Бесселя целого порядка. 

Найденная таким образом фаза φ(t) будет отличаться 
от истинной фазы φ(t) из-за наличия поправок фильтра-
ции. Найдем поправки первого порядка к фазе через 
поправку Δ(t) к выражению

 F(t) =  = 

 =    
2

(1 + ξΔ(t)).  (14)

Преобразуем выражение (14) с помощью формулы 
(10)

 Δ(t) =  +  –  – .  

Получим формулу для искаженной фазы с точно-
стью первого порядка

 φ(t) = arctan (√F(t)) = 

 = arctan       1 + ξΔ(t)    .
 (15)

Вычисление арктангенса (15) даст искомую фазу с 
поправкой:

 φ(t) = φ(t) + ξφ(1)(t).  (16)

В итоге запишем 

φ(1)(t) = cos(φ(t))   +  ΔS3(t) –   ΔS1(t)  +

+ sin(φ(t))   +  ΔS2(t) – ΔS4(t) .  (17)

Результаты

Результаты численного моделирования по ме-
тоду PGC-ATAN представлены на рис. 2 и рис. 3. 
Полученные графики погрешностей демодуляции фазы, 
рассчитаны с помощью математического моделирова-
ния (экспериментальная погрешность δexp(t) = φ(t) –  
– φ(t)) и по формулам (16) и (17) (теоретическая по-
грешность δth(t) = ξ(t)φ(1)(t)). На рис. 2 приведено срав-
нение погрешностей δexp(t) и δth(t) для медленного из-
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Погрешности алгоритма демодуляции с генерируемой фазой несущей...

менения фазы по формуле (11), на рис. 3 — δexp(t) и 
δth(t) для быстрого изменения фазы по формуле (12). 
Для периодического изменения фазы и ошибка из-
меняются периодически. На рисунках представлено 
несколько периодов. Ошибка велика в области макси-
мальной скорости изменения фазы и мала в области 
минимальной скорости.

Заключение

Исследованы погрешности в сигнале, создаваемые 
фильтром низких частот скользящего среднего. В рам-
ках предыдущих исследований ошибки в сигналах S1(t), 
S2(t), S3(t), S4(t) из-за фильтра низких частот иссле-
дованы не были. Фильтр низких частот скользящего 

среднего был выбран неслучайно, он проще и идеально 
отфильтровывает все гармоники задающего генератора 
и правильно выделяет низкочастотную часть сигнала 
(при условии, что фаза не зависит от времени). Как сле-
дует из приведенного исследования, величина поправки 
к сигнальной фазе зависит от скорости ее изменения. 
Таким образом, динамический диапазон метода PGC-
ATAN определяется не только величиной фазовых и 
амплитудных шумов, но и скоростью изменения сиг-
нальной фазы. Полученные результаты позволяют улуч-
шить качество метода PGC-ATAN и точнее определить 
его динамический диапазон.

Рис. 2. Рассчитанная аналитическим методом погрешность 
δexp(t) (синий цвет) и численный эксперимент δth(t) 

(красный цвет) для небольшой скорости нагрева (11)
Fig. 2. Analytical calculated error δexp(t) (in blue) and numerical 

experiment δth(t) (in red) for a low heating rate (11)

Рис. 3. Погрешности фазы интерференционного сигнала 
для быстрых процессов (12). Синим цветом показана 

теоретическая погрешность δth(t), красным — численный 
эксперимент δexp(t)

Fig. 3. Interference signal phase errors for fast processes 
(12). The theoretical error δth(t) is shown in blue, numerical 

experiment δexp(t) is shown in red
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