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Аннотация
Введение. Представлены результаты разработки алгоритма поиска оптимальных начальных концентраций 
веществ химической реакции. Алгоритм сочетает комбинацию методов оптимизации с теоретическими основами 
моделирования химических реакций в части построения их кинетических моделей. Математическое описание 
динамики концентраций реагирующих веществ во времени представлено в виде системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений, начальные условия которой заданы значениями начальных концентраций 
реагентов. Метод. В общем виде сформулирована задача определения оптимального состава реагирующей 
смеси. Задача содержит ограничения, накладываемые на значения начальных концентраций веществ и на 
их начальную суммарную концентрацию. Для решения поставленной задачи применены методы штрафов и 
Хука–Дживса. Описана функция штрафов, позволяющая свести исходную задачу к задаче без ограничений. 
Основные результаты. Сформулирован пошаговый алгоритм поиска оптимальных начальных концентраций 
химической реакции. Проведен вычислительный эксперимент для каталитической реакции аминометилирования 
тиолов с помощью тетраметилметандиамина. Приведена кинетическая модель реакции, на основе которой 
сформулирована оптимизационная задача поиска значений начальных концентраций реагентов для получения 
наибольшего выхода целевого продукта в конце реакции. Вычислены оптимальные начальные концентрации 
исходных веществ для разной продолжительности реакции и при различных значениях температуры. 
Обсуждение. Разработанный численный алгоритм определения оптимальных начальных концентраций реагентов 
учитывает физико-химические особенности поставленной задачи и может быть применен при исследовании 
сложных химических реакций, содержащих большое количество начальных и промежуточных веществ. 
Его применение позволяет на этапе компьютерного эксперимента определить закономерности протекания 
химической реакции, не прибегая к проведению лабораторного опыта, что существенно экономит материальные 
и временные затраты исследователя.
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Abstract
The results of developing an algorithm for searching for optimal initial concentrations of substances in a chemical 
reaction are presented. The algorithm combines a combination of optimization methods with the theoretical foundations 
of modeling chemical reactions in terms of constructing their kinetic models. A mathematical description of the dynamics 
of the concentrations of reactants over time is presented in the form of a system of ordinary differential equations the 
initial conditions of which are specified by the values of the initial concentrations of the reactants. The problem of 
determining the optimal composition of the reacting mixture is formulated in general terms. The problem contains 
restrictions imposed on the values of the initial concentrations of substances and on their initial total concentration. To 
solve the problem, the penalty method and the Hooke–Jeeves method were used. A penalty function is described that 
allows one to reduce the original problem to a problem without restrictions. A step-by-step algorithm for searching for 
optimal initial concentrations of a chemical reaction is formulated. A computational experiment was carried out for the 
catalytic reaction of aminomethylation of thiols using tetramethylmethanediamine. A kinetic model of the reaction is 
presented on the basis of which an optimization problem is formulated to find the values of the initial concentrations 
of reagents to obtain the highest yield of the target product at the end of the reaction. The optimal initial concentrations 
of the starting substances were calculated for different reaction durations and at different temperatures. The developed 
numerical algorithm for determining the optimal initial concentrations of reagents takes into account the physicochemical 
features of the problem and can be used in the study of complex chemical reactions containing a large number of initial 
and intermediate substances. Its use makes it possible to determine the patterns of a chemical reaction at the stage of 
a computer experiment, without resorting to laboratory experiments, which significantly saves the material and time 
costs of the researcher.
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Введение

В настоящее время математическое моделирование 
каталитических процессов широко применяется для 
решения практических задач химической технологии 
[1–8]. Определить значения концентраций реагиру-
ющих веществ в любой момент времени возможно с 
помощью кинетической модели химической реакции. 
Модель включает в себя перечень реагентов, отдельных 
стадий их превращения, уравнение скоростей стадий, 
зависящих от концентраций реагентов и температуры. 
В качестве условий протекания химической реакции, 
подлежащих оптимизации для получения заданного 
уровня количественных и качественных показателей 
процесса, можно рассматривать температуру, давле-
ние, состав реакционной смеси, скорость ее подачи, 
длительность процесса и т. д.

Практически значимой задачей исследования ка-
талитических реакций является определение показа-
телей процесса в зависимости от начального состава 
реакционной смеси. Изменяя начальные концентрации 
реагентов, можно добиться наибольшего выхода про-
дуктов реакции, изменить интенсивность протекания 
или повысить экономические показатели эффективно-
сти процесса.

Математическое описание изменения концентраций 
реагирующих веществ во времени можно представить 
в виде системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений, начальные условия которой определяют 
начальный состав реагирующей смеси. Решение данной 
системы представляет собой решение прямой кине-
тической задачи. Путем формализации задачи поиска 
начальных концентраций химической реакции можно 
на основе ее кинетической модели определить опти-
мальное соотношение регентов, не прибегая к прове-
дению многократных лабораторных экспериментов, 
что существенно экономит материальные и временные 
ресурсы исследователя.

Задача определения оптимальных начальных кон-
центраций реагентов имеет ряд особенностей.

Нелинейность модели динамики процесса, обу-
словленная экспоненциальной зависимостью кон-
стант скоростей от температуры, ограничивает при-
менимость некоторых методов оптимизации, например, 
линейного программирования [3, 4, 9].

Наличие промежуточных веществ приводит к 
увеличению размерности системы дифференциаль-
ных уравнений, описывающей протекание процесса, 
поскольку количество уравнений модели задается ко-
личеством веществ реакционной смеси. Это создает 
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трудности в применении метода динамического про-
граммирования ввиду ресурсоемких вычислений [5–7].

Наличие ограничений на значения начальных 
концентраций веществ ведет к применению числен-
ных методов поиска условного экстремума.

Наличие ограничения на начальную суммарную 
концентрацию веществ. В процессе поиска начальных 
концентраций необходимо контролировать выход их 
суммы за пределы заданного значения.

В работе [10] приведен алгоритм расчета оптималь-
ных начальных концентраций веществ химических ре-
акций на основе эвристического метода искусственных 
иммунных систем. Однако недостатком данного алго-
ритма является отсутствие этапа проверки выполнения 
условия равенства суммы рассчитанных начальных 
концентраций заданному значению. Алгоритм при-
меним только для реакций, в которых содержатся два 
исходных вещества, тогда как в большинстве случаев 
сложные химические превращения включают в себя 
три и более исходных веществ.

Цель настоящей работы — разработка численного 
алгоритма определения оптимального состава сложной 
каталитической реакции, состоящей из трех и более 
веществ. Алгоритм должен учитывать перечисленные 
физико-химические особенности задачи. Для учета 
ограничений, накладываемых на значения начальных 
концентраций веществ и на их суммарную концентра-
цию предложено применить метод штрафов [11–15], ко-
торый позволяет перейти к задаче поиска безусловного 
экстремума, а затем решить задачу без ограничений с 
помощью метода Хука–Дживса [16–20].

Постановка задачи

Пусть механизм сложной химической реакции пред-
ставлен m стадиями

 ∑
n

i=1
αsiXi → ∑

n

i=1
βsiXi, s = 1, m, (1)

где Xi — вещества, участвующие в реакции; αsi, βsi — 
стехиометрические коэффициенты веществ.

Опишем динамику концентраций веществ Xi реак-
ции (1) системой дифференциальных уравнений вида:

   = ∑
m

s=1
γsiws, i = 1, n, (2)

с начальными условиями

 xi(0) = xi
0,  (3)

где xi — концентрация i-го вещества; t ∈ [0, t1] — вре-
мя реакции; γis = βis – αsi; ws — скорость s-й стадии 
реакции.

Скорость стадии определим согласно закону дей-
ствующих масс:

 ws(x, T) = ks(T)∏
n

i=1
xi

αsi,  (4)

где x = (x1, x2, …, xn) — вектор концентраций веществ; 
T — температура реакции; ks(T) — константа скорости 

s-й стадии реакции (1), рассчитываемая по уравнению 
Аррениуса:

 ks(T) = ks
0exp�–  �, s = 1, m, (5)

где ks
0 — предэкспоненциальный множитель; Es — 

энергия активации s-й стадии; R — универсальная га-
зовая постоянная.

Пусть значения концентраций веществ выражены 
в мольных долях. Тогда в начальный момент времени 
будет выполнено соотношение

 ∑
n

i=1
xi

0 = 1. (6)

При этом существуют следующие ограничения на 
значения начальных концентраций веществ:

 0 ≤ xi
0 ≤1, i = 1, n. (7)

Рассмотрим задачу оптимизации функции вида:

  F(x0) = φ(x(t1)), (8)

где φ(x(t1)) — непрерывно-дифференцируемая функ-
ция; x(t1) — вектор концентраций веществ в конце 
реакции. 

Задача оптимизации начальных концентраций ката-
литической реакции (1) заключается в поиске вектора 
начальных концентраций веществ x0 = (x1

0, x2
0, …, xn

0),  
при котором, с учетом условий (6), (7), функция (8) 
достигнет минимального значения.

Алгоритм поиска опти  мального начального 
состава реакционной смеси

Задача оптимизации начальных концентраций 
(1)–(8) является задачей поиска условного экстрему-
ма функции (8), поскольку имеются условия (6), (7), 
ограничивающие область поиска решения. Исходя из 
этого, применим метод штрафов, позволяющий свести 
сформулированную задачу к задаче без ограничений.

Рассмотрим вспомогательную функцию

  G(x0) = F(x0) + J(x0, qk) → min, (9)

где J(x0, qk) — функция штрафов; qk — параметр штра-
фа; k — номер итерации.

Значение функции штрафов J(x0, qk) равно нулю, 
если ограничения (6), (7) выполняются. В противном 
случае J(x0, qk) > 0. Если ограничения (6), (7) нарушены 
и qk → ∞ при k → ∞, то функция штрафов J(x0, qk) → ∞ 
при k → ∞.

Введем в рассмотрение функции:

 f(x0) = 1 – ∑
n

i=1
xi

0, pi(x0) = –xi
0, gi(x0) = xi

0 – 1, i = 1, n.

Тогда условия (6), (7) запишем в следующем виде:

 f(x0) = 0, pi(x0) ≤ 0, gi(x0) ≤ 0, i = 1, n.

Для ограничения типа равенств f(x0) = 0 применим 
квадратичный штраф, а для типа неравенств pi(x0) ≤ 0, 
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gi(x0) ≤ 0, i = 1, n используем квадрат срезки. В резуль-
тате получим функцию штрафов для задачи (1)–(8) в 
виде:

  J(x0, qk) = �[f(x0)]2 + ∑
n

i=1
[max{0, pi(x0)}]2 +

 + ∑
n

i=1
[max{0, gi(x0)}]2�. (10)

Для решения задачи оптимизации (1)–(5), (10) 
без ограничений применим метод Хука–Дживса. 
Процедура поиска решения оптимизационной задачи 
с помощью данного метода включает в себя два этапа: 
исследующий поиск и ускоряющий поиск по образ-
цу [17]. Найденный вектор начальных концентраций  
x0 = (x1

0, x2
0, …, xn

0), при котором функция (9) принимает 
наименьшее значение, является начальным для следу-
ющей итерации метода штрафов.

Перечислим шаги алгоритма определения оптималь-
ных начальных концентраций химической реакции.

Шаг 1. Задать параметры для метода штрафов: но-
мер текущей итерации k = 0, начальное значение штра-
фа q0, параметр для увеличения штрафа r (рекомендует-
ся выбрать число от 4 до 10 [17]), константу ε1 > 0 для 
окончания работы алгоритма.

Шаг 2. Задать параметры метода Хука–Дживса: на-
чальный вектор концентраций x0

0 = (x01
0 , x02

0 , …, x0n
0 ); 

величины шагов по координатным направлениям h1, h2, 
…, hn; константу ε2 > 0 для окончания работы метода 
Хука–Дживса (hi ≥ ε2, i = 1, n); ускоряющий множитель 
λ > 0; параметр уменьшения шага p.

Шаг 3. Принять, что y = xk
0. Установить номер те-

кущей координаты вектора начальных концентраций 
равным 1: i = 1.

Шаг 4. Решить прямую кинетическую задачу с на-
чальными условиями xk

0 = (xk1
0 , xk2

0 , …, xkn
0 ). Вычислить 

значение целевой функции G(xk
0).

Шаг 5. Решить прямую кинетическую задачу с на-
чальными условиями xk+

0  = (xk1
0 , …,  xki

0 , + hi, …, xkn
0 ). 

Вычислить значение целевой функции G(xk+
0 ).

Шаг 6. Проверить, является ли шаг hi удачным. Если  
G(xk+

0 ) < G(xk
0), то положить xk

0 = xk+
0 и перейти к шагу 

10. Иначе перейти к шагу 7.
Шаг 7. Решить прямую кинетическую задачу с на-

чальными условиями xk–
0  = (xk1

0 , …, xki
0  – hi, …, xkn

0 ). 
Вычислить значение функции G(xk–

0 ).
Шаг 8. Проверить условие, является ли шаг hi удач-

ным в противоположном направлении. Если G(xk–
0 ) <  

< G(xk
0), то положить xk

0 = xk–
0  и перейти к шагу 10. 

Иначе перейти к шагу 9.
Шаг 9. Если шаг hi неудачный в обоих направлени-

ях, то оставить вектор начальных концентраций xk
0 без 

изменений.
Шаг 10. Если рассмотрены все координаты (i = n) то 

проверить, является ли исследующий поиск удачным. 
Если G(xk

0) < G(y), т. е. произошло уменьшение значе-
ния целевой функции, то исследующий поиск прошел 
успешно, и следует перейти к шагу 11. В противном 
случае перейти к шагу 12.

Шаг 11. Провести поиск по образцу. Принять, что 
z = xk

0, xk
0 = z + λ(z – y) и перейти к шагу 3.

Шаг 12. Проверить условие окончания работы ал-
горитма метода Хука–Дживса. Если для всех i (i = 1, n) 
выполнено неравенство

  hi ≤ ε2, (11)

то перейти к шагу 13. В противном случае уменьшить 

значение шага hi =  для тех i, для которых не выпол-

нено неравенство (11), и перейти к шагу 3.
Шаг 13. Проверить условие окончания поиска ре-

шения. Если J(xk
0, qk) > ε1, то определить qk+1 = rqk, 

k = k + 1 и перейти к шагу 3. Иначе остановить поиск 
решения. В качестве решения задачи определения оп-
тимальных начальных концентраций реакции принять 
последний вектор xk

0.

Вычислительный эксперимент

Используя предложенный в разделе «Алгоритм по-
иска оптимального начального состава реакционной 
смеси» алгоритм, вычислим оптимальные начальные 
концентрации реагентов для реакции аминометили-
рования тиолов с помощью тетраметилметандиамина. 
Экспериментальные исследования данной реакции про-
ведены в Уфимском федеральном исследовательском 
центре Российской академии наук (РАН) в лаборатории 
гетероатомных соединений. Математическое описание 
реакции получено на основе экспериментальных дан-
ных в Институте нефтехимии и катализа РАН (г. Уфа) 
в лаборатории математической химии.

Схема реакции аминометилирования тиолов с по-
мощью тетраметилметандиамина и соответствующие 
уравнения скоростей стадий имеют вид [21]:

 X1 + X2 → X3,

 X3 + X4 → X2 + X5 + X6,
 (12)

 w1(x, T) = k1(T)x1x2,

 w2(x, T) = k2(T)x3x4,

где X1 — N2(CH3)4; X2 — Sm; X3 — N2(CH3)4·[Sm]; 
X4 — HSC5H11; X5 — (CH3)2NSC5H11; X6 — (CH3)2NH;  
x = (x1, …, x6) — вектор концентраций веществ реак-
ции (моль/л); k = (k1, k2) — вектор констант скоростей 
стадий (л/(моль∙ч)), рассчитываемых по уравнению 
Аррениуса.

Динамику концентраций веществ реакции аминоме-
тилирования тиолов опишем системой обыкновенных 
дифференциальных уравнений:

  = – w1,    = – w2,

  = – w1 + w2,    = w2, (13)

  = w3 – w4,    = w2,
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с начальными условиями

x1(0) = x1
0, x2(0) = x2

0, x4(0) = x4
0, xi(0) = 0, i = 3, 5, 6. (14)

Кинетические параметры данной реакции приведе-
ны в работе [21]. 

Исходные вещества реакции синтеза аминомети-
лирования тиолов: X1, X2, X4. Пусть концентрации 
веществ выражены в мольных долях. Тогда будут вы-
полнены условия:

 0 < xi
0 < 1, i = 1, 2, 4,  (15)

  x1
0 + x2

0 + x4
0 = 1. (16)

Начальные концентрации остальных веществ равны 
нулю.

Найдем вектор начальных концентраций x0 =  
= (x1

0, x2
0, x4

0) веществ X1, X2, X4 который удовлетворяет 
условиям (15), (16) и обеспечивает в конце реакции 
максимальное значение концентрации продукта X5:

 F(x0) = x5(t1) → max. (17)

Для решения поставленной задачи на языке про-
граммирования Delphi написана программа, реализую-
щая разработанный алгоритм. Для получения числен-
ного решения прямой кинетической задачи применен 
метод Рунге–Кутты 4-го порядка.

В ходе решения задачи (12)–(17) проведена серия 
вычислительных экспериментов для различных значе-
ний температур и разной продолжительности реакции 
(табл. 1). Алгоритм применен со следующими параме-
трами: начальное значение штрафа q0 = 1, параметр для 
увеличения штрафа r = 10, начальный вектор концен-
траций x0

0 = (0, 0, 0), шаги по координатным направле-
ниям h1 = h2 = h4 = 0,1, ускоряющий множитель λ = 1, 
параметр уменьшения шага p = 2, параметры заверше-
ния вычислений ε1 = ε2 = 10–4.

Из табл. 1 видно, что с увеличением времени ре-
акции повышается значение концентрации целевого 
продукта x5, что связано с увеличением времени кон-
тактирования реагентов. С повышением температуры 
значение концентрации x5 в конце реакции также воз-
растает, так как повышается интенсивность химиче-
ских превращений.

Динамика концентрации целевого вещества x5 при 
найденных начальных концентрациях показана на ри-
сунке.

Решим прямую кинетическую задачу при других 
начальных концентрациях реагентов (табл. 2). На ос-
новании полученных расчетов видно, что найденные 
с помощью алгоритма начальные концентрации ис-
ходных веществ обеспечивают наибольшее значение 
концентрации целевого продукта реакции X5, что сви-
детельствует о корректной работе алгоритма.

Рисунок. Динамика концентрации x5 для t1: 1 ч (a) и 2 ч (b) при температурах 330 К (кривая 1) и 300 К (кривая 2)
Figure. Dynamics of x5 concentration t1: 1 hour (a) and 2 hour (b) at temperatures 330 K (curve 1) and 300 K (curve 2)

Таблица 1. Результаты решения задачи поиска оптимальных начальных концентраций реакции аминометилирования тиолов, 
мольная доля

Table 1. Results of solving the problem of finding the optimal initial concentrations of the reaction of aminomethylation of thiols, 
mole fraction

T, К t1, ч x1
0 x2

0 x4
0 x5(t1)

300
1 0,389 0,216 0,395 0,280
2 0,422 0,153 0,425 0,358

330
1 0,456 0,076 0,468 0,430
2 0,474 0,046 0,480 0,459
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Заключение

Разработанный численный алгоритм может быть 
использован для определения оптимальных началь-
ных концентраций каталитических реакций. Алгоритм 
основан на применении метода штрафов, с помощью 
которого осуществлен переход к задаче без ограниче-
ний, и метода Хука–Дживса для решения задачи без-
условной оптимизации. Алгоритм учитывает такие 
особенности задачи, как наличие ограничений на зна-
чения начальных концентраций веществ и ограничения 
на начальную суммарную концентрацию веществ. Это 
позволяет применять его для сложных химических ре-

акций, состоящих из большого количества начальных 
и промежуточных веществ.

Проведен вычислительный эксперимент для ре-
акции аминометилирования тиолов с помощью те-
траметилметандиамина. Определены оптимальные 
начальные концентрации реагентов для реакции про-
должительностью 1 и 2 часа при разных значениях 
температуры. Сравнение полученных значений кон-
центрации целевого продукта реакции со значениями, 
вычисленными при других начальных концентрациях, 
показало, что рассчитанные с помощью алгоритма на-
боры начальных концентраций реагентов обеспечивают 
достижение наибольшего значения концентрации целе-
вого продукта реакции.

Таблица 2. Значение концентрации x5 при различных наборах начальных концентраций исходных веществ, мольная доля
Table 2. The value of the concentration x5 for different sets of initial concentrations of the starting substances, mole fraction

T, К t1, ч x1
0  x2

0 x4
0 x5(t1)

300

1

0,389 0,216 0,395 0,280
0,400 0,200 0,400 0,279
0,300 0,200 0,500 0,252
0,500 0,200 0,300 0,249
0,500 0,100 0,400 0,222
0,400 0,100 0,500 0,225
0,450 0,100 0,450 0,227

2

0,422 0,153 0,425 0,358
0,400 0,200 0,400 0,351
0,300 0,200 0,500 0,296
0,500 0,200 0,300 0,295
0,500 0,100 0,400 0,329
0,400 0,100 0,500 0,332
0,450 0,100 0,450 0,339

330

1

0,456 0,076 0,468 0,430
0,400 0,200 0,400 0,381
0,300 0,200 0,500 0,300
0,500 0,200 0,300 0,300
0,500 0,100 0,400 0,396
0,400 0,100 0,500 0,399
0,450 0,100 0,450 0,425

2

0,474 0,046 0,480 0,459
0,400 0,200 0,400 0,391
0,300 0,200 0,500 0,300
0,500 0,200 0,300 0,300
0,500 0,100 0,400 0,400
0,400 0,100 0,500 0,400
0,450 0,100 0,450 0,439
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