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Аннотация
Введение. Представлены результаты моделирования процессов деформирования одноосно ориентированных 
полимерных материалов. Приведено описание двухбарьерной модели, согласно которой макромолекулы полимера 
могут находиться в трех устойчивых состояниях. Получено определяющее уравнение ориентированного 
полимерного материала. Приведено решение полученного уравнения для случая режима деформирования 
с постоянным уровнем нагрузки. Метод. На основании теории энергетических барьеров в результате 
преобразования уравнений баланса чисел заполнения устойчивых состояний получено определяющее уравнение 
полимерного материала. Уравнение представляет собой дифференциальное уравнение второго порядка по 
времени. Для процесса деформирования с постоянным уровнем нагрузки определяющее уравнение принимает 
вид линейного неоднородного дифференциального уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами. 
Для рассматриваемого случая приведено общее решение определяющего уравнения с помощью задачи Коши. 
Анализ и преобразование общего решения уравнения привели к зависимостям, определяющим деформацию 
ориентированного полимерного материала для процессов ползучести и восстановления. Основные результаты. 
Использование двухбарьерной модели с тремя устойчивыми состояниями макромолекул позволило получить 
определяющее уравнение, которое является дифференциальным уравнением второго порядка по времени. 
В качестве примера рассмотрено применение определяющего уравнения к режиму деформирования с постоянным 
уровнем нагрузки и получено его общее решение. Введена универсальная функция, с помощью которой можно 
рассчитать деформацию полимерного материала в режиме ползучести и восстановления. Путем совмещения 
теоретической кривой с экспериментальными кривыми ползучести нити из полиэтилентерефталата показана 
применимость рассмотренного метода моделирования. Обсуждение. Полученное определяющее уравнение 
дает возможность описывать и прогнозировать как статические, так и динамические режимы деформирования. 
Показана применимость полученной модели к статическому режиму деформирования. Замечено, что решение 
полученного определяющего уравнения в определенных случаях приводит к колебательному режиму релаксации.
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Abstract
The results of modeling deformation processes of uniaxially oriented polymer materials are presented. The discription of 
two-barrier model is given, according to which polymer macromolecules can be in three stable states. The constitutive 
equation of the oriented polymer material is obtained. The solution of this equation is shown for the case of a deformation 
mode with a constant load level. Based on the energy barriers theory, as a result of the transformation of the balance 
equations of the occupation numbers of steady states, the constitutive equation of the polymer material is obtained. 
This equation is a second-order differential equation in time. For the deformation process with a constant stress level, 
the constitutive equation takes the form of a linear inhomogeneous second-order differential equation with constant 
coefficients. A general solution of this equation is given in explicit form. The solution of the Cauchy problem gives a 
general solution of the constitutive equation for the considered case. The analysis and transformation of the general 
solution leads to dependencies that determine the deformation of the oriented polymer material for creep and recovery 
processes. The use of a two-barrier model with three steady states of macromolecules made it possible to obtain a 
constitutive equation which is a second-order differential equation in time. As an example, the application of the 
constitutive equation to the deformation mode with a constant stress level is considered and its general solution is 
obtained. A universal function has been introduced with the help of which it is possible to calculate the deformation of 
a polymer material in the creep and recovery mode. By combining the theoretical curve with the experimental creep 
curves of polyethylene terephthalate filaments, the applicability of the considered modeling method is shown. The 
obtained constitutive equation makes it possible to describe and predict both static and dynamic deformation modes. 
The applicability of the obtained model to the static mode of deformation is shown. It should be noted that the solution 
of the obtained constitutive equation in certain cases leads to an oscillatory relaxation mode.
Keywords 
energy barrier theory, two-barrier model, energy diagram, highly elastic deformation, constitutive equation, oriented 
polymers
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Введение

Настоящая работа является продолжением исследо-
вания вопросов моделирования процессов деформиро-
вания полимерных материалов.

Полимерные материалы и изготовленные на их ос-
нове изделия имеют широкую область применения 
благодаря своим уникальным свойствам. Уникальность 
и разнообразие свойств полимерных материалов об-
условлена особенностями молекулярного и надмоле-
кулярного строений [1–7]. Отметим, что наилучшими 
прочностными характеристиками обладают синтети-
ческие полимерные материалы, которые находятся в 
ориентированном состоянии, определенным распо-
ложением основной структурной единицы — макро-
молекулы — преимущественно вдоль одного направ-
ления. При этом макромолекула имеет возможность 
принимать бесконечно большое число «мгновенных» 
конформаций, которые изменяются только за счет вну-
треннего теплового движения. Также изменение кон-
формаций может происходить под влиянием внешних 
воздействий, не превышающих пределов, за которыми 
следует разрушение химических связей. Именно спо-
собность макромолекул изменять свою конформацию 
определяет релаксационный характер механического 
поведения полимеров, а это, в свою очередь, создает 
определенные трудности при решении задач моделиро-
вания и прогнозирования деформационных процессов 
в полимерных материалах. Математические модели, 
используемые для описания поведения данного класса 
материалов [8–13], приводят к определяющему уравне-
нию первого порядка. С помощью такого уравнения не 
всегда возможно описать все многообразие наблюдае-
мых в полимерах эффектов. 

Согласно барьерной теории вязкоупругости [14–16] 
поведение ориентированных полимеров, находящихся 

в напряженно-деформированном состоянии, определя-
ется количеством переходов через различные по высоте 
и ширине потенциальные барьеры. Однако, описан-
ные ранее в рамках барьерной теории модели с двумя 
устойчивыми состояниями [14–17], также приводят к 
уравнению первого порядка. Введение дополнительных 
энергетических барьеров дает возможность более точно 
описать механическое поведение ориентированных по-
лимерных материалов. Исходя из этого, интерес пред-
ставляет модель, которая имеет более двух устойчивых 
состояний. 

Цель работы — на основании теории энергетиче-
ских барьеров, рассматривая модель, имеющую не 
менее трех устойчивых состояний, получить опреде-
ляющее уравнение ориентированного полимерного 
материала.

Описание модели

Для моделирования деформационных процессов 
ориентированных полимерных материалов с учетом 
их релаксационной природы рассмотрим физическую 
модель с двумя энергетическими барьерами (рис. 1). 
Данная модель определяет, что группы макромолекул 
(кластеры) могут находиться в трех устойчивых со-
стояниях, разделенных потенциальными барьерами 
высотой H и энергетическими зазорами U.

В отсутствие внешней нагрузки устойчивыми со-
стояниями являются точки на диаграмме (рис. 1) с ко-
личеством групп (кластеров) макромолекул на единицу 
длины m1

0, m2
0 и m3

0. Под действием внешней нагрузки в 
аморфных прослойках ориентированного полимерного 
материала происходит так называемая вынужденная 
ориентация макромолекул. Кластеры переходят из од-
ного устойчивого состояния в другое, высвобождая 
или поглощая квант деформации δ. В результате под 

В.В. Головина, П.П. Рымкевич



Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики, 2023, том 23, № 6 
1200 Scientific and Technical Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2023, vol. 23, no 6

действием нагрузки устойчивым состоянием стано-
вится — нагруженное (точки N-х состояний (1, 2 и 3) 
с числами заполнения m1, m2 и m3). При этом m1 будет 
определяться числом кластеров, ушедших из состояния 
1 вправо и перешедшим в данное состояние справа (т. е. 
влево из состояния 2). Аналогично, число заполнения 
m2 определяется числом кластеров, ушедших из состоя-
ния 2 вправо и влево и перешедшим в данное состояние 
справа и слева, а число заполнения m3 — числом кла-
стеров, ушедших из состояния 3 влево и перешедшим 
в данное состояние. В результате, согласно барьерной 
теории, составим уравнения баланса для этих чисел:

	

 = – m1W→ + m2W←

 = – m2(W→ + W←) + m1W→ + m3W←

 = – m3W← + m2W→

, 	 (1)

где W→ и W← — вероятности в секунду перехода кла-
стера из N-х состояний вправо и влево.

Знак «+» у слагаемого в системе (1) означает, что 
кластер переходит в данное состояние, знак «–» озна-
чает, что кластер уходит из данного состояния.

Таким образом, в системе уравнений (1) изменение 
числа кластеров в N-ом устойчивом состоянии опре-
делено количествами кластеров, ушедших из N-ого 
состояния вправо (рис. 1) с вероятностью W→ за се-
кунду и влево с вероятностью W← за секунду, а также 
перешедших в N-ое состояние справа и/или слева с 
соответствующими вероятностями.

Пусть рассматриваемый полимерный материал 
состоит только из кластеров одного вида с модулем 
упругости E0. Тогда состояние этого материала характе-
ризуется высотой барьера H, что соответствует необхо-
димому запасу энергии для осуществления очередного 
поворота звена цепи, шириной энергетического зазо-
ра U (соответствует разности энергий двух соседних 
устойчивых состояний), величиной кванта деформации 
δ [14–16].

Примем, что данная система кластеров подчиняется 
статистике Больцмана, согласно которой вероятность 

перехода P12 из некоторого состояния 1 в состояние 2 
(и обратного перехода P21 – из состояния 2 в состояние 
1) определяется высотами энергетических барьеров 
H12 и H21, тогда:

	 P12 = P0exp(–H12/T),

	 P21 = P0exp(–H21/T),

где Т — абсолютная температура; H/T — приведенная 
высота энергетического барьера.

Вероятность переходов за секунду выразим следу-
ющим образом:

	 W→ = ν0exp(–H→/T),	 (2)
	 W← = ν0exp(–H←/T),

где ν0 — частота подхода к барьеру за секунду.
Поскольку энергия упругой деформации есть ква-

дратичная форма от величины упругой деформации, то 
в процессе деформирования материала высота барьера 
в сторону увеличения размера кластера H→ уменьша-
ется на величину, пропорциональную квадрату механи-
ческого упругого напряжения:

	 H→ = H – γx2,

где x — величина упругой деформации (x = σ/E0); σ — 
напряжение; параметр γ — так называемый структур-
но-чувствительный коэффициент, определяемый упру-
гой энергией и зависящий от рода материала.

Согласно рис. 1 величина высоты барьера в сторону 
уменьшения размера кластера: H← = H – U + γx2.

Для удобства используем приведенные энергетиче-
ские величины. Обозначим: H* = H/T, U* = U/T, γ = γ/T, 
а также примем, что exp(U*) = A. Таким образом, полу-
чим уравнения (2) в виде:

W→ = ν0exp(–H→*) = ν0exp(–H→/T) = ν0exp(–H/T + γx2) = 

	 = ν0exp(–H*)exp(γx2) =  exp(–H*)exp(γx2), 

W← = ν0exp(–H←*) = ν0exp(–H←/T) =

= ν0exp(–H/T + U/T – γx2) = 

	 = ν0exp(–H*)exp(U*)exp(–γx2) =

	 =  exp(–H*)exp(U*)exp(–γx2).

Большинство синтетических полимерных материа-
лов, которые деформируются подобным образом, отли-
чаются лишь высотами барьера, квантом деформации и 
количеством кластеров. В связи с этим удобно ввести 
собственное время τP — время релаксации, определя-
емое выражением τP = τ0exp(H*), где τ0 = 1/ν0 — кон-
станта материала, характеризующая среднее время 
перехода с высотой барьера H → 0. При этом в системе 
(1) целесообразно перейти к безразмерному времени: 
τ = t/τP. Тогда, введя новые обозначения, получим более 
компактную запись:

Рис. 1. Энергетическая диаграмма макромолекул в 
зависимости от размера кластера x

Fig. 1. Energy diagram of macromolecules vs. the cluster size x
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	 R+ = W→τP =  exp(–H*)exp(γx2)τ0exp(H*) = exp(γx2),

R– = W←τP =  exp(–H*)exp(U*)exp(–γx2)τ0exp(H*) =	

	 = exp(U*)exp(–γx2) = Aexp(–γx2).	 (3)

В дальнейшем будем учитывать, что R+R– = A.
Обозначим производную от некоторой величины X 

по безразмерному параметру τ: X
o
 = . С учетом вве-

денных обозначений производной, а также выражения 
(3) при переходе к безразмерному времени, получим 
систему уравнений, эквивалентную системе (1):

 	

m
o

1 = – m1R+ + m2R–

m
o

2 = – m2(R+ + R–) + m1R+ + m3R–

m
o

3 = – m3R– + m2R+

.	 (4)

Согласно условию нормировки (закона сохранения 
числа кластеров), полное число кластеров на единицу 
длины данного полимерного образца:

	 m0 = m1 + m2 + m3. 	 (5)

Величину высокоэластичной части деформации 
можно представить как разность полной ε и упругой x 
деформаций:

	 εВЭ = ε – х = δ[m2 – m2
0] + 2δ[m3 – m3

0] =

	 = δ(m2 + 2m3) – Δ0, 	 (6)

где Δ0 = δ(m2
0 + 2m3

0) — начальная деформация.
При анализе начальной деформации Δ0 целесо

образно рассмотреть два случая.
1) Начальная деформация определяется согласно 

статистике Больцмана (т. е. система находится в квази-
равновесном состоянии). Тогда:

	 m2
0 = m1

0exp(–U*); m3
0 = m2

0exp(–U*) = m1
0exp(–2U*).

С учетом соотношения (5) получим

	 m0 = m1
0(1 + exp(–U*) + exp(–2U*)).

Откуда

	 m1
0 =  = ,

	 m2
0 = ,

	 m3
0 = .

2) В случае, если начальное распределение не под-
чиняется статистике Больцмана («замороженное» со-
стояние), т. е. материал находится в начальном нерав-
новесном состоянии, величина начальной деформации 
Δ0 не определена.

В этом случае удобно полную деформацию отсчи-
тывать от некоторого начального уровня Δ0. А для того, 
чтобы получить полимерный материал с начальным 
распределением кластеров по Больцману, необходимо 
обработать данный материал (например, подвергнуть 
отжигу).

Выразим m1 из условия нормировки (5) и подста-
вим в систему уравнений (4), тем самым исключим 
величину m1

0:

m
o

2 = – m2(R+ + R–) + (m0 – m2 – m3)R+ + m3R– =
= –m3(R+ – R–) + m0R+ – m2(2R+ + R–)

m
o

3 = – m3R– + m2R+

.	 (7)

Выпишем первые производные от R+ и R–:

	 R
o

+ = R+2γxx
o
 = R+α, 	 (8)

	 R
o

– = – R–α, 	 (9)

где α = 2γxx
o
.

Запишем первую производную от величины высо-
коэластичной части деформации (6) по параметру τ:

	 ε
o
ВЭ = δ[m

o
2 + 2m

o
3] = δ[{m0R+ – m2(2R+ + R–) – 

	 – m3(R+ – R–)} + 2m2R+ – 2m3R–] =	 (10)

	 = δ[m0R+ – m3(R+ + R–) – m2R–].

Вторая производная от величины высокоэластичной 
части деформации по параметру τ с учетом (8) и (9) 
примет вид:

	 ε
oo

ВЭ = δ{–[m
o

3(R+ + R–) + m
o

2R–] + 

	 + α[m0R+ – m3(R+ – R–) + m2R–]}. 	 (11)

Подставим в полученное уравнение (11) выражения 
для m

o
2 и m

o
3 из системы уравнений (7) и, произведя ал-

гебраические преобразования, получим:

	 ε
oo

ВЭ = δ{α[m0R+ – m3(R+ – R–) + m2R–] – 

	 – [m0A – m2(A + R–
2 – R+

2) – m32A]}. 	 (12)

В выражениях (6) и (10) выделим часть с неизвест-
ными величинами m2 и m3 и получим из них систему 
уравнений с двумя неизвестными:

	
δ(m2 + 2m3) = εВЭ + Δ0

δ[m2R– + m3(R+ + R–)] = δm0R+ – ε
o
ВЭ

.	 (13)

Для упрощения записей введем обозначения: 
δm2= M2; δm3 = M3; δm0 = M0.

Правые части уравнений (13), содержащие извест-
ные величины, обозначим соответственно εВЭ + Δ0 = C1 
и δm0R+ – ε

o
ВЭ = C2. Получим простую систему уравне-

ний, эквивалентную (13):

В.В. Головина, П.П. Рымкевич



Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики, 2023, том 23, № 6 
1202 Scientific and Technical Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2023, vol. 23, no 6

	 M2 + 2M3 = C1

M2R– + M3(R+ + R–) = C2

.	 (14)

Решив систему уравнений (14), получим выражения 
для M2 и M3:

	 M2 = C1  – C2 ,

	 M3 = C2  – C1

и подставим их в уравнение (12):

	ε
oo

ВЭ = α�M0R+ – C2 + C1R– + C1R–  – C2 � – 

	 – M0A + (A + R–
2 – R+

2)�C1  – C2 � + 

	  + 2A �C2  – C1 �.

Окончательно, подставляя M0, C1 и C2, после ал-
гебраических преобразований получим следующее 
дифференциальное уравнение:

	 ε
oo

ВЭ + ε
o
ВЭ�R+ – R– – � + 

	 + εВЭ�R+
2 – R–

2 + A + � –
	 (15)

	 – δm0(2R+
2 + A) + Δ0(R+

2 + R–
2 + A) + 

	 + αδm02A –  = 0.

Таким образом, рассмотрев физическую модель, 
имеющую три устойчивых состояния, на основании те-
ории барьеров получено определяющее уравнение (15), 
которое дает возможность описать и спрогнозировать 
статические и динамические режимы деформирования 
полимерных материалов. 

Отметим, что уравнение (15) представляет собой 
дифференциальное уравнение второго порядка по 
времени, следовательно, решение данного уравнения 
в определенных случаях приводит к колебательному 
режиму релаксации. Потому в колебательной системе 
даже с одной внешней степенью свободы при перио-
дическом внешнем нагружении образца с некоторой 
частотой Ω возможно ее взаимодействие с собственной 
частотой системы ω.

Применение определяющего уравнения 
к статическому режиму деформирования

В случае режима деформирования с постоянным 
уровнем нагрузки σ = const (упругая деформация  
x = σ/E0) уравнение (15) примет более простой вид:

	 ε
oo

ВЭ(R+ – R–) + ε
o
ВЭ(R+ – R–)2 + 

	 + εВЭ(R+ – R–)[R+
2 – R–

2 + A] = 	 (16)

	 =  δm0(2R+
2 + A)(R+ – R–) – Δ0(R+

2 – R–
2 + A)(R+ – R–).

Уравнение (16) — линейное неоднородное диффе-
ренциальное уравнение второго порядка с постоянными 
коэффициентами, которое в общем случае представим 
следующим образом:

	 aε
oo

ВЭ + bε
o
ВЭ + cεВЭ = K – G0 = Θ,	 (17)

где введены промежуточные обозначения: a = (R+ – R–); 
b = (R+ – R–)2; c = (R+ – R–)[(R+

2 – R–
2) + A]; K = δm0(2R+

2 +  
+ A)(R+ – R–) — коэффициент, характеризующийся 
уровнем начальной нагрузки; G0 = Δ0(2R+

2 + R–
2 + A)× 

×(R+ – R–).
Найдем дискриминант характеристического уравне-

ния (17) и исследуем его.
Поскольку D = 4ac – b2, то в данном случае по-

лучим, что D < 0. Тогда √|D| = √3(R+ – R–)(R+ + R–), а 
корни характеристического уравнения будут иметь вид:

	 λ1,2 = –β ± iω,

где ω = (R+ + R–); β = .

В результате получим общее решение определяю-
щего уравнения (16) в явном виде:

	 εВЭ(t) = ε0e–β �cos  t + sin  t� + ,

где ε0 = εВЭ(0) — начальный уровень деформации.
Перепишем уравнение (17), учитывая, что εВЭ = ε – x:

	 aε
oo

 + bε
o
 + cε = cx + Θ.

Решим задачу Коши с начальными условиями 
ε(0) = ε0; ε(0) = 0. В результате получим

	 ε(τ) = Le–βτ�cosωτ + sinωτ� + B,

где L и B — некоторые коэффициенты, которые опреде-
ляются через начальные и граничные условия.

При этом ε0 = L + B, а ε
o
 = Le–βτ�–β�cosωτ + sinωτ� + 

+ � ωcosωτ – ωsinωτ�� = 0.

Тогда

	 ε(τ) = (ε0 – B)e–βτ�cosωτ + sinωτ� + B.

При τ → ∞, B = ε∞, и общее решение определяющего 
уравнения примет вид:

	 ε(τ) = (ε0 – ε∞)e–β �cos  t + sin  t� + ε∞. 	 (18)

Обозначим  t = z и примем во внимание, согласно 

уравнениям (3), что при значительных уровнях нагруз-

Метод моделирования вязкоупругих свойств ориентированных полимерных материалов...
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ки R– =  << 1, отношение  = . Получим уравнение 

(18) в виде:

	 ε(z) = (ε0 – ε∞)e– �sin�z + � + ε∞�. 	 (19)

Перепишем уравнение (19) для режима ползучести:

	 ε(z) = ε∞�1 – e– sin�z + ��. 	 (20)

Введем функцию

	 φ(z) =  e– sin�z + �. 	 (21)

Тогда уравнение (20) примет вид:

	 ε(z) = ε∞[1 – φ(z)]. 	 (22)

Аналогичным образом из (19) получим выражение 
для режима восстановления:

	 ε(z) = (ε0 – ε∞)φ(z) + ε∞.

Экспериментальная проверка полученного 
результата

Применим выражение (22) для теоретического рас-
чета кривых ползучести. Для этого используем уни-
версальную функцию (21) и вычислим ее численные 
значения от параметра z.

Для сравнения используем экспериментальные «се-
мейства» кривых ползучести для нити полиэтиленте-
рефталата, полученные при разных уровнях нагрузки σ 
(рис. 2).

Обозначим в формуле (22) величину [1 – φ(z)] = 
= ψ(z). Тогда текущее значение деформации для расчета 
запишем в виде ε = ψ(z)εm.

Выберем для примера кривую 6 на рис. 2, для кото-
рой максимальное значение εm = 3. 

При этом ε∞ = ψmεm = 1,12εm. 
Для функции ψ(1,8) = 0,91 найдем ε = ε∞ = 2,73. 

Этому значению деформации соответствует момент 

времени t = 300 с. Тогда ψ(z) = ψ� t�. Подставив 

значения моментов времени в данную функцию, вы-
числим текущие значения деформации. Например, для 

t = 1000 с, ψ(z) = ψ� ·1000� = ψ(6) = 0,981, а дефор-

мация ε = ψ(z)εm = 0,981·3 = 2,94.
Аналогичным образом выполним расчет точек для 

кривых, соответствующих другим уровням нагрузки — 
180 МПа и 146 МПа. Полученные значения для кривых 
6, 5 и 3 нанесены точками на рис. 2.

В результате анализа полученных эксперименталь-
ных кривых ползучести и расчетных значений видно 
согласование данных теории и эксперимента. Можно 
сделать вывод, что рассматриваемая двухбарьерная мо-
дель пригодна для описания ползучести синтетических 
полимерных материалов.

Заключение

Рассмотрена физическая модель ориентированных 
полимерных материалов, в основе которой лежит те-
ория энергетических барьеров. Приведено описание 
модели с двумя энергетическими барьерами, имеющая 
при этом три устойчивых состояния макромолекул. 
В результате преобразования уравнений баланса чисел 
заполнения состояний получено определяющее уравне-
ние для одноосно ориентированных полимерных мате-
риалов, которое представляет собой дифференциальное 
уравнение второго порядка по времени. Полученное 
определяющее уравнение дает возможность описывать 
и прогнозировать как статические, так и динамические 
режимы деформирования. В качестве примера приве-
дено решение уравнения для случая режима деформи-
рования с постоянным уровнем нагрузки. В результа-
те для режима ползучести получено выражение для 
деформации, содержащее универсальную функцию и 
имеющее простой вид. Методом совмещения получен-
ных кривых ползучести показано, что теоретические 
выводы находятся в согласии с экспериментальными 
данными, что свидетельствует о пригодности рассмо-
тренного метода моделирования к описанию процесса 
ползучести в полимерных материалах.

Рис. 2. Кривые ползучести полиэтилентерефталата при 
разных уровнях нагрузки σ: 1 — 97 МПа; 2 — 121 МПа; 

3 — 146 МПа; 4 — 170 МПа; 5 — 180 МПа; 6 — 206 МПа
Fig. 2. Creep curves for polyethylene terephthalate thread vs. 
the stress level σ: 1 — 97 MPa; 2 — 121 MPa; 3 — 146 MPa; 

4 — 170 MPa; 5 — 180 MPa; 6 — 206 MPa
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