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Аннотация 
Введение. Представлен алгоритм управления по выходу для линейных систем с запаздыванием во входном 
сигнале при наличии внешних возмущений. Метод. Предлагаемый закон управления включает два основных 
компонента. Первый компонент представляет собой предиктор выходного сигнала, используемый для синтеза 
управляющего воздействия, обеспечивающего устойчивость замкнутой системы. Второй компонент основан 
на предсказании возмущений и предназначен для их компенсации. Основные результаты. Приведена 
процедура синтеза предикторов выходной переменной и возмущений, а также метод выбора вспомогательного 
контура для оценки возмущений. Полученные результаты строго обоснованы математически. Обсуждение. 
Ключевым преимуществом предложенного подхода является то, что предиктор выходного сигнала формируется 
непосредственно на основе измеряемого выхода системы, что позволяет осуществлять синтез закона управления 
без использования состояния объекта, в отличие от ряда традиционных методов. Эффективность разработанного 
алгоритма подтверждается результатами компьютерного моделирования в среде MATLAB/Simulink.
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Abstract
This paper presents an output-feedback control algorithm for linear systems with input delays in the presence of 
external disturbances. The proposed control law consists of two main components. The first component is an output 
predictor employed for synthesizing the control input that guarantees the stability of the closed-loop system. The second 
component is based on disturbance prediction and is designed to compensate for external disturbances. A synthesis 
procedure for the output and disturbance predictors is provided, along with a method for selecting an auxiliary loop 
for disturbance estimation. The obtained results are validated through strict mathematical analysis. A key advantage 
of the proposed approach is that the output predictor is constructed directly from the measured system output, which 
enables controller synthesis without relying on the system state, unlike many traditional methods. The effectiveness of 
the developed algorithm is demonstrated through computer simulations in MATLAB/Simulink.
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linear time-delay systems, output-feedback control, output predictor, disturbance predictor
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Введение

В последние годы управление системами с за-
паздыванием во входном сигнале стало важным на-
правлением исследований в области автоматического 
управления. Наличие запаздывания во входном сигнале 
может снизить качество работы системы, привести к 
потере устойчивости и возникновению перерегули-
рования. Задача регулирования в условии запаздыва-
ния усложняется при наличии возмущений и невоз
можности полного измерения состояния системы. На 
практике такую задачу можно встретить при управ-
лении промышленными роботами, системами переда-
чи энергии, сетями связи и мехатронными системами 
и т. д. 

На данный момент существуют два основных под-
хода к управлению в условиях запаздывания: методы 
управления с обратной связью без использовани	я пре-
дикторов и на основе предикторов.

Методы управления с обратной связью без предик-
торов обычно основаны на оптимизации параметров 
управления для достижения высокой робастности к 
влиянию небольшого запаздывания. Данные методы 
обычно основаны на прямом адаптивном методе, обе-
спечивающем высокую робастность к запаздыванию 
[1, 2]. Внешнее возмущение при этом представляется 
выходом автономной динамической системы, структура 
которой включается в алгоритм управления. Параметры 
закона управления настраиваются для достижения тре-
буемых характеристик замкнутой системы без явной 
идентификации параметров возмущения. Основным 
ограничением метода является необходимость задания 
модели генератора возмущений и заранее известного 
числа гармоник сигнала.

В отличие от методов без предикторов, методы 
управления на основе предикторов направлены на раз-
работку активной структуры управления для компенса-
ции влияния существенного по величине запаздывания. 
В работах [3, 4] предложен первый метод управления с 
использованием предиктора, направленный на решение 
проблемы входного запаздывания в устойчивых линей-

ных системах без возмущений. Однако предиктор [3, 4] 
эффективен только для асимптотически устойчивых 
систем и требует точной модели объекта.

Для неустойчивых систем с запаздыванием [5] раз-
работан метод управления со статической обратной 
связью, сочетающий пропорционально-интегральный 
предиктор. В работах [6, 7] данный метод применен 
для снижения возмущения путем корректировки рас-
пределения собственных значений замкнутой системы. 
Отметим, что согласно [8–12], такой подход на практике 
обеспечивает устойчивость для определенного класса 
систем с запаздыванием, а также не гарантирует пол-
ного подавления возмущения.

В работе [13] предложена модификация предиктора 
[3, 4] для неустойчивых систем. Основная идея заклю-
чается во введении корректирующего сигнала и пери-
одического сброса вспомогательной переменной, что 
позволяет стабилизировать систему без использования 
сложных интегральных вычислений. Данный подход 
упрощает структуру регулятора и обеспечивает стро-
го доказанную экспоненциальную устойчивость, что 
делает его практичным и перспективным для систем с 
большим входным запаздыванием.

В [14] представлен замкнутый предиктор состояния, 
включающий наблюдатель ошибки предсказания и ме-
ханизм периодического сброса состояний. Такой подход 
обеспечивает строгую робастность по отношению к 
малым параметрическим возмущениям и демонстри-
рует высокую устойчивость к ошибкам численного 
интегрирования.

В [15] предложен метод управления, сочетающий 
предиктор и расширенный наблюдатель состояния для 
неустойчивых систем с запаздыванием, без использова-
ния предиктора [5]. Данный метод оценивает будущее 
состояние с помощью асимптотического предиктора, а 
возмущение — с помощью расширенного наблюдателя, 
где возмущения моделируются в виде ряда Тейлора. 
Однако использование наблюдателя дл	я предиктора 
возмущений увеличивает сложность и чувствитель-
ность к его численной реализации, что ограничивает 
практическую применимость.
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В отличие от [15], в [16] рассмотрена схема ком-
пенсации возмущений с ограниченными производны-
ми, основанная на [5]. Метод [16] использует теорему 
Лагранжа о среднем для предиктора возмущения вме-
сто разложения в ряд Тейлора, как в [15], что устраняет 
необходимость оценивания производных. Однако инте-
гральная составляющая в предикторе [3] увеличивает 
вычислительную сложность, ограничивая практическое 
применение.

В работе [17] предложен новый предиктор для 
неустойчивых систем, не содержащий интегральной 
составляющей, что упрощает его реализацию по срав-
нению с [16]. Недостатком данного подхода является 
высокая чувствительность к возмущениям. В [18] раз-
работан метод, использующий предиктор для прог
ноза состояния и неизвестных возмущений. Однако 
метод [18], а также методы [13–17] применимы только 
к линейным системам с измеряемым состоянием, что 
ограничивает их практическое применение в случаях, 
когда доступен лишь выходной сигнал. 

В настоящей работе предлагается развитие ме-
тода [18] для линейных объектов по выходному сиг-
налу, что расширяет возможности применения во 
многих практических системах с ненаблюдаемым со-
стоянием	. 

Математические предварительные результаты

Наблюдатель производных измеряемых сигна-
лов. Рассмотрим сигнал φ(t), ограниченный вместе со 
своими v + 1 производными, где v ≥ 1 — целое число. 
Необходимо получить оценки производных сигнала 
вплоть до порядка  на основе измерений самого сигна-
ла. Для решения данной задачи используется наблюда-
тель, известный как наблюдатель с высоким коэффи-
циентом усиления [19, 20]. Его математическая модель 
описывается следующими уравнениями:

	 z(t) = G0z(t) + I0(φ(t) – φ(t)), φ(t) = L1z(t), 	 (1)

где G0 = �
0	 Iv
0	 0 � ∈ ℝ(v+1)×(v+1); I0 = col�

l1

µ
, …, 

lv+1

µv+1
�, z ∈ 

ℝv+1, L1
⊤ = col{1, 0, …, 0}; col{·} — вектор-столбец. 

Коэффициенты l1, …, lv+1 выбираются так, чтобы мно-
гочлен L(s) = sv+1 + l1sv + … + lvs + lv+1 был гурвицевым;  
s — комплексная переменная; μ > 0 — достаточно ма-
лое число. Можно показать, что при μ → 0 наблюдатель 
(1) функционирует как дифференциатор [20].

Лемма 1. Обозначим через φ0(t) ≜ col{φ(t), φ(1)(t), 
…, φ(v)(t)} вектор, состоящий из сигнала φ(t) и его про-
изводных до порядка v включительно. Для любого δ > 0 
существуют такие константы T0 > 0 и μ0 > 0, что при 
μ < μ0 выполняется неравенство

	 |z(t) – φ0(t)| < δ, ∀t > T0,	 (2)

где z(t) — вектор состояния наблюдателя (1).
Доказательство леммы 1 приведено в работе [19].
Условия устойчивости линейных систем с запаз-

дыванием. Рассмотрим линейную систему с запазды-
ванием в управляющем сигнале

	 Q(p)χ(t) + M(p)χ(t – h) = 0,
	 χ(κ) = ρ(κ) = 0, ∀κ ∈ [–h, 0],	 (3)

где t ≥ 0; χ(t) ∈ ℝ — скалярная переменная; h > 0 — 
постоянное время запаздывания; ρ(κ) — функция на-
чального условия, определенная на интервале [–h, 0];  
p ≜ d

dt
 — оператор дифференцирования; Q(p), M(p) — 

линейные дифференциальные операторы с постоянны-
ми коэффициентами, deg(Q) > deg(M).

Из-за наличия запаздывания характеристическое 
уравнение Dh(s):= Q(s) + R(s)e–sh = 0 имеет бесконеч-
ное число корней. В результате классические методы 
анализа устойчивости линейных систем, такие как ал-
гебраические критерии Рауса или Гурвица, становятся 
неприменимыми. Для оценки устойчивости системы 
(3) обычно используется частотный критерий устойчи-
вости Михайлова [21]. В частности, данный критерий 
основан на анализе характеристического уравнения при 
подстановке s = jω.

Лемма 2. Система является устойчивой, если запаз-
дывание h меньше минимального критического значе-
ния hcr, которое вычисляется по формуле

	 hcr = 
� + φ(ωcr)

ωcr
,	 (4)

где φ(ω) — фаза частотной характеристики переда-

точной функции W(jω) := 
M(jω)
Q(jω)

; ωcr — критическая 

частота, при которой модуль удовлетворяет условию 
|W(jω)| = 1, т. е.

	 |W(jωcr)| = 1.	 (5)

Доказательство леммы 2 приведено в работе [21].

Постановка задачи

Рассмотрим линейную систему с запаздыванием в 
управляющем сигнале

	 Q(p)y(t) = R(p)[u(t – h) + f(t)],
	 t ≥ 0, u(κ) = 0, κ < 0,	 (6)

где y(t) ∈ ℝ — выходной сигнал; u(t) ∈ ℝ — управля-
ющий сигнал; f(t) ∈ ℝ — внешнее неизвестное огра-
ниченное возмущение. Многочлены Q(p), R(p) имеют 
степени n, m < n соответственно. Полином Q(s) может 
не быть гурвицевым, в то время как R(s) является гур-
вицевым.

Рассмотрим задачу слежения за неизвестным огра-
ниченным командным сигналом ym(t). Обозначим 
ошибку слежения как e:= y – ym. С учетом уравнения 
(6) можно записать следующую модель ошибки:

	 Q(p)e(t) = R(p)[u(t – h) + φ(t)], 	 (7)

где φ(t) удовлетворяет уравнению R(p)φ(t) = R(p)f(t) – 
– Q(p)ym(t).

Рассмотрим следующе	е предложение.
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Предложение 1. Возмущение f(t) и командный сиг-
нал ym(t) являются неизвестными функциями, но имеют 
ограниченные производные до порядка (r + 1) включи-
тельно, где r — параметр, используемый при разработ-
ке закона управления, и r + 1 ≥ v: = n – m. Производные 
сигналов f(t) и ym(t) недоступны для измерения. Кроме 
того, возмущение f(t) и сигнал ym(t) удовлетворяют 

условиям limt→∞|f(r+1)(t)| < lim
t→∞

|f(t)|) и | lim
t→∞

|ym(t)| > 

>  lim
t→∞

|ym
(r+1)(t)|, где lim

t→∞
|f(t)| ≜ lim

t→∞
sup
s≥t

|f(s)|; f(r)(t) — r-я 

производная сигнала f(t).
Цель предложения 1 заключается в синтезе закона 

управления, обеспечивающего выполнение следующего 
условия:

	 lim
t→∞

|e(t)| ≤ δ, 	 (8)

где δ = O(hr+1limt→∞|φ(r+1)(t)|), O(h) означает, что 

lim
t→∞

O(h)
h

 = const.

Замечание 1. Ограниченность производных функ-
ции f(t) и командного сигнала ym(t), указанная в пред-
ложении 1, необходима для построения предиктора 
возмущений, предложенного в работе [18].

Основные результаты

Предлагается закон управления:

	 u(t) = u1(t) + u2(t), 	 (9)

включающий сигнал u1(t), предназначенный для обе-
спечения устойчивости модели ошибки (7) в случае 
f(t) ≡ 0, и сигнал u2(t), предназначенный для компенса-
ции возмущений.

Синтез алгоритма управления на базе предикто-
ра. Введем следующий предикто	р выходного сигнала:

	 Q(p)ē(t) = R(p)u1(t) + M(p)(e(t) – ē(t – h)), 	 (10)

где ē(t) ∈ ℝ; M(p) — многочлен, имеющий степень 
γ < n. Полином M(s) выбирается так, что квазиполи-
ном Mh(s):= Q(s) + M(s)e–hs был гурвицев. Учитывая 
системы (7) и (10), запишем следующую динамическую 
модель ошибки предиктора:

	 Q(p)ε(t) + M(p)ε(t – h) = R(p)[u2(t – h) + φ(t)], 	(11)

где ε(t):= e(t) – ē(t – h) — ошибка прогноза. 
Из уравнения (11) видно, почему полином M(s) 

должен быть выбран так, чтобы Mh(s) был гурвице-
вым. Однако возникает вопрос о том, как выбрать M(s), 
чтобы Mh(s) являлся гурвицевым. Случайный выбор 
коэффициентов недопустим, поскольку такой подход 
может оказаться слишком трудоемким при большой 
размерности системы. Альтернативным решением яв-
ляется рассмотрение обратной задачи по отношению к 
исследованию устойчивости по критерию Михайлова, 
которое представлено в лемме 2, следуя которой для 
нахождения M(s) выполняются следующие шаги.

Шаг 1. Выбрать произвольные значения hcr = hcr* > h 
и ωcr = ωcr*  > 0 (например, ωcr*  ∈ [ω1, ω2] из заданного 
заранее интервала).

Шаг 2. Предположим, что M(s) может быть пред-
ставлено в виде произведения

	 M(s) = (s + k1) … (s + kγ),

или, в случае γ = 1, M(s) = k0(s + k1) . Вычислим значе-
ния |W(jω)| и φ(ω) при ω = ωcr* . Тогда из условий (4) и (5) 
получим следующую систему двух уравнений:

	  

hcr(k1, …, kγ) = hcr*,
(hcr(k0, k1) = hcr* при γ =1),

|W(jωcr* )|(k1, …, kγ) = 1,
(|W(jωcr* )|(k0, k1) = 1 при γ =1).

	 (12)

Шаг 3. Решить систему уравнений (12) для нахожде-
ния k1, …, kγ (для γ = 1 — коэффициентов k0, k1).

Шаг 4. Проверить устойчивость системы (1) при 
h = 0. Если система устойчива, то найденное значение 
M(s) принимается. В противном случае выбрать другое 
значение ωcr*  и процедуру повторить, начиная с шага 2.

Замечание 2. Процедура нахождения M(s) примени-
ма только при γ ≥ 1. Если γ = 1, то для системы уравне-
ния (12) существуют два различных корня k0, k1. Если 
γ ≥ 2, то (12) имеет бесконечное число решений; выби-
рая произвольные γ – 2 корня из множества {k1, …, kγ} 
можно решить (12), чтобы найти два оставшихся корня. 
В случае скалярной системы, когда deg(Q) = 1, пусть 
Q(s) = s + α, α — известная константа. Тогда M(s) ста-
новится константой, т. е. M(s) = k, k ∈ R. В этом случае 
условия (4) и (5) из леммы 2 могут быть переписаны 
в виде:

	 hcr = 

� + arctan

ωcr

– arg(k)
ωcr

α
,

	 α2 + ωcr
2  = k2,	

(13)

где arg(k) = � 
0, k > 0,
π, k < 0.

Таким образом, для нахождения k достаточно ре-
шить систему уравнений (13) с двумя неизвестными 
относительно ωcr и k при условии, что hcr = h и α из-
вестно.

Замечание 3. На шаге 4 необходимо проверить ус-
ловие устойчивости системы (3) при h = 0. Поскольку 
при h = 0 Mh(s) перестает быть квазиполиномом, то 
в этом случае устойчивость проверяется с помощью 
классического критерия Гурвица, а не по лемме 2. 

Введем новую переменную y1:= e – ε. Учитывая 
уравнение (11) и применяя оператор Q(p) к функции 
y1(t), получим

	 Q(p)y1(t) = Q(p)e(t) – Q(p)ε(t) =
	 = R(p)u1(t – h) + M(p)ε(t – h).	 (14)

Выберем закон управления u1 в следующем виде:
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	 u1(t) = –K(p)ē(t), 	 (15)

где K(s) — многочлен степени deg(K) = k.
Учитывая, что ē(t – h) = y1(t), и подставляя u1 в урав-

нение (14), получим

	 [Q(p) + R(p)K(p)]y1(t) = M(p)ε(t – h). 	 (16)

Из (16) следует, что многочлен K(s) должен быть 
выбран так, чтобы полином G(s):= Q(s) + R(s)K(s) был 
гурвицевым. Для выделения сигнала, содержащего 
информацию о возмущении φ(t), введем следующий 
вспомогательный контур:

	 Q(p)εv(t) + M(p)εv(t – h) = R(p)u2(t – h), 	 (17)

где εv(t) ∈ ℝ — скалярный выход вспомогательного 
контура.

Обозначим ξ:= ε – εv. Применяя оператор Q(p) к 
функции ξ(t) в соответствии с (11) и (17), получим

	 Q(p)ξ(t) = Q(p)ε(t) – Q(p)εv(t) = 
	 = –M(p)ξ(t – h) + R(p)φ(t). 	 (18)

Поскольку Mh(s) является гурвицевым, а функция 
φ(t) — ограниченной, то следует, что и ξ(t) также огра-
ничена. В результате, из уравнения (18) возмущение 
φ(t) может быть выделено как

	 φ(t) = 
Q(p)
R(p)

ξ(t) + 
M(p)
R(p)

ξ(t – h). 	 (19)

Поскольку deg(Q) > deg(R) и deg(M) ≥ deg(R), то 
уравнение (19) можно переписать в виде:

	 φ(t) = �Qv(p) + 
∆Q(p)
R(p)

� ξ(t) + 

	 + �Mγ–m(p) + 
∆M(p)
R(p)

� ξ(t – h),	 (20)

где Q(s) = Qv(s)R(s) + ΔQ(s), deg(ΔQ) = m – 1; M(s) = 
= Mγ–m(s)R(s) + ΔM(s), deg(ΔM) = m – 1.

Для оценки возмущения φ(t) предлагается исполь-
зовать оценку:

	 φ(t) = qv+1
⊤ z(t) + 

∆Q(p)
R(p)

 ξ(t) + 

	 + ⊤mγ–m+1Ez(t – h) + 
∆M(p)
R(p)

 ξ(t – h), 	 (21)

где qv+1 ∈ ℝv+1 и mγ–m+1 ∈ ℝγ–m+1 — векторы, компо-
ненты которых представляют собой коэффициенты 
операторов Qγ(p) и Mγ–m(p), расположенные в обратном 
порядке соответственно; матрица E:= [Iγ–m+1 ⋮ 0] ∈
∈ ℝ(γ–m+1)× (v+1), получен с использованием наблюдателя 
с высоким коэффициентом усиления (1):

	 z(t) = G0z(t) + I0(ξ(t) – ξ (t)), ξ (t) = L1z(t), 	 (22)

где z(t) — оценка вектора z0 = col{ξ(t), ξ(1)(t), …, ξ(v)(t)}. 

Обозначим ошибку оценки возмущения как Δφ(t) = 
= φ(t) – φ(t). Из (20) и (21), имеем

	 Δφ(t) = qv+1
⊤ [z(t) – z0(t)] +

	 + ⊤mγ–m+1E[z(t – h) – z0(t – h)]. 	
(23)

Согласно (2) (см. лемму 1), величина Δφ(t) является 
ограниченной. Далее предлагается схема построения 
предиктора возмущений для формирования управля-
ющего сигнала u2(t) с использованием оценки φ(t), по-
лученной из уравнения (21). Для прогноза возмущения  
φ(t + h) применяется алгоритм прогноза, описанный в 
работе [18] и представленный в виде:

	 φ(t + h) = ∑
r+1

j=1
(–1)j–1Cr+1

j φ(t – h(j – 1)) + R(t),	 (24)

где R(t) = hr+1φ(r+1)(t – [(r + 1)θ – 1]h) — остаточный 
член разложения, θ ∈ (0, 1).

Поскольку R(t) недоступен для измерения, то из (24) 
управляющий сигнал u2(t) можно выбрать:

	 u2(t) = – φ(t + h), 	 (25)

где φ(t + h):= φ(t + h) – R(t) — так называемый предик-
тор возмущений, который определяется следующим 
образом:

	 φ(t + h) = ∑
r+1

j=1
(–1)j–1Cr+1

j φ(t – h(j – 1)). 	 (26)

Обозначим λ(t):= u2(t – h) + φ(t) как ошибку компен-
сации возмущения. Подставляя в (11), получим:

 	 Q(p)e(t) + M(p)e(t – h) = R(p)λ(t).	 (27)

Замечание 4. Если Q(s) не является гурвицевым, то 
предиктор (10) и вспомогательный контур (17) могут 
быть записаны в виде	:

Γ(p)ē(t) = [Γ(p) – Q(p)]ē(t) + R(p)u1(t) + M(p)ε(t),	 (28)
	 Γ(p)εv(t) = [Γ(p) – Q(p)]εv(t) + R(p)u1(t),	 (29)

где Γ(s) — произвольно выбранный гурвицев полином 
степени n.

В результате предлагаемый алгоритм состоит из 
предиктора выходного сигнала (10), вспомогательного 
контура (17), предиктора возмущений (26), а также 
управляющих сигналов, определенных в (15) и (25). 
Замкнутая система описывается уравнениями (16) 
и (27). 

Анализ устойчивости замкнутой системы. 
Выполним анализ устойчивости замкнутой системы 
для ограниченного входа–выхода [22].

Покажем, что ошибка λ(t) является ограниченной. 
Перепишем λ(t) в виде:

	 λ(t) = φ(t) – φ(t) + φ(t) – φ(t) =
	 = R(t – h) + Δφ(t) = 	 (30)
= hr+1[φ(r+1)(t – (r + 1)θh) – Δφ(r+1)(t – (r + 1)θh)] + Δφ(t). 

В силу предложения 1 и уравнения (23), функции 
φ(r+1)(t) и Δφ(t) являются ограниченными. Для уста-
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новления ограниченности величины λ(t) достаточно 
показать, что Δφ(r+1)(t) также ограничена. Введем но-
вую переменную ϑ(t):= z(r+1)(t). Продифференцировав 
обе части первого уравнения из (22) и уравнения (18) 
по времени (r + 1) раз, получим

	 ϑ(t) = (G0 – I0L1)ϑ(t) + I0ξ(r+1)(t),
	 Q(p)η(t) = –M(p)η(t – h) + R(p)φ(r+1)(t),	 (31)

где η(t) = pr+1ξ(t) = ξ(r+1)(t).
Поскольку φ(r+1)(t) является ограниченной функ-

цией, а матрица (G0 – I0L1) — гурвицева, то из (31) 
следует, что функция ϑ(t) = z(r+1)(t) также ограничена.

Согласно (21), сигнал Δφ(r+1)(t) может быть пред-
ставлен в следующем виде:

	 Δφ(r+1)(t) = φ(r+1)(t) – φ(r+1)(t) = 

	 = φ(r+1)(t) – qv+1
⊤ z(r+1)(t) + 

∆Q(p)
R(p)

 η(t) + 	 (32)

	 + ⊤mγ–m+1Ez(r+1)(t – h) + 
∆M(p)
R(p)

 η(t – h).

Так как функции φ(r+1)(t), z(r+1)(t) и η(t) являют-
ся ограниченными, то Δφ(r+1)(t) также ограничена. 
Следовательно, ошибка компенсации возмущения λ(t) 
является ограниченной функцией.

Теорема 1. Пусть выполняется предложение 1. 
Закон управления (9), включающий управляющие сиг-
налы (15) и (25), построенные на основе предикторов 
(10) и (26), обеспечивает ограниченность всех сигналов 
в замкнутой системе (16), (27), и гарантирует достиже-
ние цели (8) с точностью

	 δ = O�hr+1lim
t→∞

|φ(r+1)(t)|�

при достаточно малом значении параметра μ.
Доказательство. Поскольку сигнал λ(t) является 

ограниченным, а Mh(s) и G(s) — гурвицевы, системы 
(16) и (27) устойчивы для ограниченного входа–выхо-
да. Следовательно, все сигналы в замкнутой системе 
являются ограниченными. Обозначим Δ(μ):= lim

t→∞
|λ(t)|. 

Согласно (30) и (32), имеем

 	 δ = O� lim
μ→∞

Δ(μ)� = O�hr+1lim
t→∞

|φ(r+1)(t)|�	 (33)

Теорема 1 доказана.
Замечание 5. Из (33) и согласно предложению 1 

следует, что величину δ можно уменьшить за счет 
уменьшения параметра μ и увеличения параметра r.

Моделирование

Пример 1. Рассмотрим устойчивую систему (1) со 
следующими операторами:

	 Q(p) = p2 +4,636p + 2,323, R(p) = 0,095.

Такая модель может быть получена из передаточной 
функции, связывающей входное напряжение с угловой 
скоростью ротора вибрационного стенда [23].

Пусть время запаздывания в канале управления 
h = 0,5 c. Внешнее возмущение f(t) и командный сигнал 
ym заданы соответственно следующим образом:

	 f(t) = 1 + sin(0,2t) + cos(0,1t) + sin�0,5t + 
�
4
�,

	 ym = 10 sin(0,2t)

Для заданной системы M(p) найден в виде:

	 M(p) = –1,03(p – 4,65).

Рассматриваемая система имеет относительный 
порядок γ = 2. Для оценки возмущения (21) най-
дем qv+1 = col{24,4526; 48,8; 10,5263}, mγ–m+1 =  
= col{–13,9263; 2,3997}, ΔQ(p) = 0, ΔM(p) = 0. 
Коэффициенты наблюдателя производных (22) выби-
раются как l1 = 0,3, l2 = 0,03, l3 = 0,001, μ = 0,001 (или 
μ = 0,1 для сравнения). Зададим K(p) = –10.

Результаты моделирования в среде MATLAB/
Simulink приведены на рис. 1 и 2. На рис. 1 показаны 
графики внешнего возмущения f(t) и командного сиг-
нала y(t). На рис. 2 представлена ошибка слежения e(t) 
при различных значениях параметров μ и r.

a b
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Рис. 1. Графики возмущения f(t) (a) и командного сигнала ym(t) (b)
Fig. 1. Plots of: the disturbance f(t) (a); the reference signal ym(t) (b)
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Из рис. 2 можно сделать следующие замечания и 
выводы:
—	 ошибка слежения e(t) предельно ограничена неко-

торой величиной δ;
—	 выбор меньшего значения μ приводит к улучшению 

качества управления по сравнению с большими 
значениями μ (рис. 2, a). Это объясняется тем, что 
при достаточно малом μ наблюдатель производных 
(22) функционирует почти как идеальный диффе-
ренциатор, обеспечивая более точную оценку про-
изводных;

—	 помимо уменьшения значения μ, увеличение пара-
метра r также приводит к уменьшению величины δ 
(рис. 2, b). 
Пример 2. Рассмотрим неустойчивую систему (1) 

со следующими операторами:

	 Q(p) = p3 + 3p2 + 2p – 1, R(p) = p + 1.

Время запаздывания h, возмущение f(t) и командный 
сигнал ym(t) заданы как в примере 1. Для заданной си-
стемы M(p) найден в виде:

	 M(p) = (p + 0,711)(p + 3,208).

Рассматриваемая система имеет относительный 
порядок γ = 2. Для оценки возмущения (21) найдем 
qv+1 = col{0; 2; 1}; mγ–m+1 = col{2,919; 1}; ΔQ(p) = –1, 
ΔM(p) = –0,6381. Коэффициенты наблюдателя произво-
дных (22) выбираются как l1 = 0,3, l2 = 0,03, l3 = 0,001, 
μ = 0,001. Зададим K(p) = –10.

На рис. 3, a представлена ошибка слежения e(t) при 
реализации предиктора (10) и вспомогательного конту-
ра (17). Из графика видно, что после t ≈ 70 c система те-
ряет устойчивость, хотя на начальном этапе регулируе-
мая переменная уже сходится к требуемой окрестности 
нуля. На рис. 3, b показана ошибка слежения e(t) при 
реализации предиктора (28) и вспомогательного кон-
тура (29). В данном случае моделирование предиктора 
и вспомогательного контура позволяет избежать оши-
бок численной реализации, наблюдаемых на рис. 3, a. 
Возможно, алгоритм управления по уравнениям (10) и 
(17) недостаточно робастен для неустойчивых систем 
из-за накопления ошибки моделирования. Эта гипотеза 
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Рис. 2. Ошибки слежения e(t) при различных значениях параметров μ (a) и r (b)
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также рассматривается в работе [14] при реализации 
алгоритма управления для неустойчивых систем.

Заключение

Предложен алгоритм управления по выходу для 
синтеза следящей системы по неизвестному команд-
ному сигналу при наличии запаздывания и внешне-
го неизвестного возмущения в канале управления. 
Алгоритм основан на использовании предикторов вы-
хода системы и возмущения. Эффективность разрабо-

танного подхода подтверждена результатами компью-
терного моделирования в среде MATLAB/Simulink. 
Показано, что ошибка слежения может быть уменьшена 
за счет увеличения параметра r и выбора меньшего 
значения μ.

Дальнейшие исследования будут направлены на раз-
работку метода проектирования регулятора на основе 
суб-предиктора, что позволит компенсировать большие 
значения запаздывания и осуществлять предсказание 
возмущений на меньших шагах времени, аналогично 
подходам, рассмотренным в работе [17].
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