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Аннотация
	В работе предложен новый алгоритм оценивания частоты несущей амплитудно-модулированного сигнала 
при наличии помех измерений. Выполнена оценка максимальной амплитуды возмущающего воздействия, 
при котором задача оценки неизвестной частоты может быть решена в рамках предлагаемого подхода. Задача 
оценки частоты решается в несколько этапов: параметризация исходного измеряемого сигнала к виду линейной 
регрессии; применение нелинейного преобразования координат исходной регрессионной модели; оценка 
неизвестной частоты. Результаты работы могут быть использованы при решении практических задач в областях 
обработки и оценивания параметров синусоидальных сигналов, подверженных влиянию возмущения.
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Abstract
This paper proposes a new algorithm for estimating the carrier frequency of an amplitude modulated signal in the 
presence of measurement noise. An estimate is provided for the maximum amplitude of the disturbance for which the 
problem of estimating the unknown frequency can be solved using the proposed approach. The problem of frequency 
estimation is solved in several stages: parameterization of the initial measured signal to the form of linear regression; 
application of a nonlinear transformation of the coordinates of the initial regression model; estimation of the unknown 
frequency. The results of the paper can be used to solve practical problems in the areas of processing and evaluating 
sinusoidal signals subject to disturbances.
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Проблема оценки параметров синусоидальных и, 
в частности, амплитудно-модулированных сигналов 
является классической задачей для многих областей 
наук, включая теорию автоматического управления 
[1, 2]. В настоящее время предложено большое коли-
чество алгоритмов, обеспечивающих оценку неизвест-
ной частоты, которые можно условно разделить на: 
спектральные (основанные на преобразовании Фурье); 
параметрические, которые используют математическую 
модель сигнала, где частота входит как неизвестный 
параметр (например, сведение исходной задачи к ли-
нейной регрессионной модели); адаптивные алгоритмы 
оценивания с использованием, например, градиентного 
алгоритма. В последние годы активно развиваются ал-
горитмы оценки параметров синусоидальных сигналов, 
параметры которых меняются во времени, что есте-
ственно включает и класс амплитудно-модулированных 
сигналов [3–5], где рассматриваются сигналы с изме-
няющейся во времени амплитудой и частотой. Наряду 
с проблемой синтеза алгоритмов оценки параметров 
незашумленных синусоидальных сигналов, важной 
задачей является проблема синтеза алгоритмов оценки 
для случаев, когда измеряемый синусоидальный сигнал 
подвержен влиянию возмущения/шума [6]. В настоя-
щей работе рассматривается задача оценки постоянной 
частоты гармонической несущей измеряемого ампли-
тудно-модулированного сигнала при воздействии неиз-
вестного, ограниченного возмущающего воздействия.

Рассмотрим измеряемый синусоидальный сигнал 
вида

	 y(t) = A(t)sin(ωt + φ) + δ(t), 	 (1) 

где A(t) — меняющаяся во времени амплитуда — мо-
дулирующий сигнал; ω — неизвестная частота; φ — 
фазовый сдвиг; δ(t) — ограниченное неизвестное воз-
мущение. 

Важно отметить, что для синусоидальных сигналов 
с меняющейся во времени амплитудой применение 
различных фильтров (включая линейные стационарные 
полосовые) не представляется возможным или требует 
дополнительных знаний о несущей частоте возмуще-
ний, а также модели изменения амплитуды A(t). В лю-
бом случае авторы оставляют собой право так полагать, 
поскольку им не известны подходы фильтрации для 
параметрически нелинейных сигналов, подверженных 
влиянию внешнего возмущения.

В работе поставлена задача синтеза алгоритма иден-
тификации параметра. Данная задача будет решена при 
выполнении следующих допущений.

Допущение 1. Модулирующий сигнал A(t) предпо-
лагается гладкой, ограниченной и известной функцией, 
медленно изменяющейся по сравнению с частотой не-
сущей. Известны верхняя и нижняя границы частоты ω 
несущего сигнала.

Допущение 2. Амплитуда возмущения δ(t) предпо-
лагается существенно меньше амплитуды полезного 
сигнала, т. е. функции A(t).

Замечание. Следует отметить, что дополнительные 
ограничения на возмущение δ(t) будут представлены 
далее.

Рассмотрим синусоидальный сигнал с нулевым 
фазовым сдвигом. По аналогии с [4] совместно с из-
меряемым сигналом (1) рассмотрим запаздывающие 
сигналы вида

	 y1(t) = � 
y(t – d1), при t ≥ d1
0, при t < d1

, 	 (2)

	 y2(t) = � 
y(t – d2), при t ≥ d2
0, при t < d2

, 	 (3)

где d1 и d2 — известные константы, определяющие 
величину запаздывания.

Учитывая сигнал y(t) (1) и запаздывания d1 и d2, 
сигналы (2) и (3) запишем в виде

	 y1(t) = A1(t)sin(ωt – ωd1) + δ1(t) = 
	 = A1(t)k1sin(ωt) + A1(t)k2cos(ωt) + δ1(t),	

(4)

	 y2(t) = A2(t)sin(ωt – ωd2) + δ2(t) = 
	 = A2(t)k3sin(ωt) + A2(t)k4cos(ωt) + δ2(t),	

(5)

где A1(t) = A(t – d1); δ1(t) = δ(t – d1); A2(t) = A(t – d2);  
δ2(t) = δ(t – d2); k1 = cos(ωd1); k2 = –sin(ωd1); 
k3 = cos(ωd2); k4 = –sin(ωd2).

Из сигнала (1), умноженного на A1(t)k1, вычтем сиг-
нал (4), умноженный на A(t):

	 A1(t)k1y(t) – A(t)y1(t) = 
	 = –A(t)A1(t)k2cos(ωt) – A(t)δ1(t) + A1(t)k1δ(t). 	

(6)

Из сигнала (1), умноженного на A2(t)k3, вычтем сиг-
нал (5), умноженный на A(t)

	 A2(t)k3y(t) – A(t)y2(t) = 
	 = –A(t)A2(t)k4cos(ωt) – A(t)δ2(t) + A2(t)k3δ(t). 	 (7)

Из сигнала (6), умноженного на A2(t)k4 вычтем сиг-
нал (7), умноженный на A1(t)k2

	 (A1(t)k1y(t) – A(t)y1(t))A2(t)k4 –
	 – (A2(t)k3y(t) – A(t)y2(t))A1(t)k2 = 
	 = (–A(t)δ1(t) + A1(t)k1δ(t))A2(t)k4 – 
	 – (–A(t)δ2(t) + A2(t)k3δ(t))A1(t)k2, 

	 A1(t)A2(t)(k1k4 – k2k3)y(t) – A(t)A2(t)k4y1(t) +
	 + A(t)A1(t)k2y2(t) = 	 (8)
	 = A1(t)A2(t)(k1k4 – k2k3)δ(t) – A(t)A2(t)k4δ1(t) + 
	 + A(t)A1(t)k2δ2(t).
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Таким образом, разделив (8) на k2, имеем

	 A(t)A1(t)y2(t) = – A1(t)A2(t) 
k1k4 – k2k3

k2
 y(t) + 

	 + A(t)A2(t) 
k4

k2
 y1(t) + δ3(t),	

(9)

где δ3(t) = A1(t)A2(t) 
k1k4 – k2k3

k2
 δ(t) – A(t)A2(t) 

k4

k2
 δ1(t) + 

+ A(t)A1(t)δ2(t) — возмущение.
Примем d2 = 2d1 и рассмотрим выражения

	 k1k4 – k2k3 = –cos(ωd1)sin(ωd2) + sin(ωd1)cos(ωd2) = 
	 = sin(ωd1 – ωd2) = sin(ωd1 – 2ωd1) = – sin(ωd1) = k2,

	
k1k4 – k2k3

k2
 = 

– sin(ωd1)
– sin(ωd1)

 =1,

	
k4

k2
 = 

– sin(ωd2)
– sin(ωd1)

 = 
sin(2ωd1)
sin(ωd1)

 =

	 = 
2sin(ωd1)cos(ωd1)

sin(ωd1)
 = 2cos(ωd1).

С учетом соотношений в выражении (9) имеем

	 A(t)A1(t)y2(t) + A1(t)A2(t)y(t) =
	 = A(t)A2(t)2cos(ωd1)y1(t) + δ3(t),	

(10)

где δ3(t) = A1(t)A2(t)δ(t) – A(t)A2(t)2cos(ωd1)δ1(t) +  
+ A(t)A1(t)δ2(t).

Тогда выражение (10) можно записать в виде линей-
ной регрессионной модели 

	 z(t) = ϕ(t)η + δ3(t),	 (11)

где z(t) = A(t)A1(t)y2(t) + A1(t)A2(t)y(t); η = 2cos(ωd1); 
ϕ(t) = A(t)A2(t)y1(t).

Таким образом, исходная проблема оценивания ча-
стоты ω сводится к задаче идентификации параметра 
η для классической линейной регрессионной модели. 
Предположительно, для (11) можно применить раз-
личные фильтрующие алгоритмы. Однако, как видно 
из уравнения (10) для δ3(t), новое возмущение в (11) 
представляет сложную нелинейную комбинацию про-
изведения исходного возмущения δ(t) и его смещенных 
значений по аргументу t на сигналы A(t), A1(t) и A2(t). 
Следовательно, использование классических подходов, 
предусматривающих полосовые фильтры, представля-
ется крайне сложной задачей. 

В работе [7] предложен метод оценки параметров 
линейной регрессионной модели при наличии возмуще-
ния. Этот метод представляет альтернативу современ-
ным алгоритмам фильтрации и основан на некотором 
нелинейном преобразовании исходного регрессионного 
уравнения, которое позволяет существенным образом 
нивелировать влияние возмущения. Основным ограни-
чением использования этого метода является допуще-
ние о малости возмущения, выраженной в том, что его 
амплитуда по модулю меньше единицы. Для понимания 
возможностей использования метода [7] для представ-

ленной в настоящей работе задачи еще раз рассмотрим 
модель возмущения δ3(t) и возможные ограничения.

Рассмотрим функцию 

	 δ3(t) = A1(t)A2(t)δ(t) – A(t)A2(t)2cos(ωd1)δ1(t) +
	 + A(t)A1(t)δ2(t),

модуль которой ограничен согласно следующему вы-
ражению

	 |δ3(t)| ≤ |A1(t)||A2(t)||δ(t)| + |A(t)||A2(t)||2cos(ωd1)||δ1(t)| + 
	 + |A(t)||A1(t)||δ2(t)|.

Введем в рассмотрение величины Amax — макси-
мальное значение A(t) и δmax — максимальное значение 
δ(t).

Заметим, что переменные A1(t) и A2(t) в силу их 
синтеза посредством сдвига аргумента t на некоторую 
величину запаздывания ограничены по модулю величи-
ной Amax, a δ1(t), δ2(t) — величиной δmax. Тогда получим

	 |δ3(t)|max ≤ 4Amax
2 δmax

и, следовательно, для того чтобы выполнялось 
|δ3(t)| < 1, необходимо, чтобы

 	 4Amax
2 δmax < 1.

В результате получим условие для амплитуды воз-
мущения δ(t) и, как следствие, возможность примене-
ния подхода [7] для идентификации частоты синусои-
дального сигнала (1)

	 δmax < 
1

4Amax
2 .

Ключевой идеей подхода [7], используемого для 
улучшения точности идентификации параметра η урав-
нения (11), является применение некоторой нелинейной 
операции, позволяющий преобразовать первичное ре-
грессионное уравнение с целью уменьшения ампли-
туды исходного возмущения. Применим нелинейную 
операцию возведения в целую степень. Перепишем (11) 
следующим образом

	 (z(t) – ϕ(t)η) = δ3(t).	 (12)

Для простоты понимания подхода [7] возведем (12) 
в квадрат и получим новое регрессионное уравнение

	 q = ξ1θ1 + ξ2θ2 + ϵ,	 (13)

где q = z2, ϵ = (δ3)2, ξ1 = 2zϕ, ξ2 = – ϕ2, θ1 = η и θ2 = η2.
Далее, следуя [7] с использованием метода динами-

ческого расширения регрессора и смешивания [8], про-
изведем декомпозицию (13) на скалярные уравнения

	 Y1 = Δθ1, 	 (14)

	 Y2 = Δθ2,	 (15)

где Y1, Y2 и Δ — некоторые известные функции, полу-
ченные в результате применения процедуры динамиче-
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ского расширения регрессора и смешивания [8]. Из (14) 
и (15), используя градиентные методы идентификации 
[8], получим оценку неизвестных параметров уравне-
ния (13), включая θ1 = η.

Таким образом, в работе представлен алгоритм 
оценки неизвестной частоты гармонической несущей 

измеряемого амплитудно-модулированного сигнала 
при наличии в измерениях ограниченных возмущений, 
а также проведен анализ максимально допустимой ам-
плитуды возмущающего воздействия.
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