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Рассматривается проблема управления движением робота-манипулятора в условиях неопределенности относительно 
его динамических характеристик и при наличии недоступных измерению возмущений. Предложен линейный регу-
лятор для стабилизации программных движений робота-манипулятора, действующий в дискретном времени. Пока-
зано, что при уменьшении интервала дискретизации регулятор может обеспечить стабилизацию программного дви-
жения с любой наперед заданной точностью. 
Ключевые слова: робот-манипулятор, робастное управление, линейный регулятор, дискретное время. 

 

Введение 
 

Существует несколько подходов к решению проблемы управления движением робота-
манипулятора в условиях неопределенности: адаптивное управление [1–6], робастное управление [7–9], 
управление с помощью скользящих режимов [10, 11], управление с помощью нейронных сетей [12, 13]. 
При этом большинство публикаций посвящено управлению в непрерывном времени. В то же время как 
измерения, так и управление в современных роботах осуществляются с помощью цифровых устройств, 
действующих в дискретном времени. По этой причине построение регуляторов в дискретном времени 
представляет очевидный практический интерес. 

Существенно меньше публикаций касается управления роботом-манипулятором в дискретном 
времени [1, 14–17]. В этих работах строятся нелинейные регуляторы. Цель данной работы – предложить 
линейный робастный регулятор, действующий в дискретном времени и использующий минимум инфор-
мации о динамике робота. 

 

Постановка задачи 
 

Динамика манипулятора описывается уравнениями Лагранжа 
( ) ( , ) = ( )t A q q b q q u w  ,  (1) 

где nq R  – вектор обобщенных координат; q  и q  – его первая и вторая производные; nu R  – вектор 

обобщенных моментов, развиваемых соответствующими приводами; nw R  – возмущение; симметрич-

ная матрица ( ) n nA q R  – матрица кинетической энергии; ( , ) .nb q q R  Относительно возмущения ( )tw  

предполагается только, что оно ограничено: 
| ( ) |t Cw .   

В частности, ( )tw  может включать разрывные силы трения. Предположим, что матрица кинетиче-

ской энергии ( )A q  при всех q  удовлетворяет неравенствам  

( ) a  I A q I ,  (2) 

где , > 0 a ; I  – единичная матрица размера n n . Неравенства (2) понимаются как неравенства для 

квадратичных форм. При построении регулятора будет использована только константа  , знание вели-
чин a  и C  не требуется. 

Предполагается, что задано программное движение ( ) ,nt p R  которое имеет непрерывные и ог-

раниченные первую и вторую производные. Целью управления является отслеживание программного 
движения с заданной точностью. 

Особенностью данной работы является то, что управление и измерения происходят в дискретном 
времени. Пусть задано некоторое > 0,  определяющее интервал дискретизации времени. Предполагает-

ся, что в дискретные моменты = , = 0,1, 2, , kt k k  измеряются обобщенные координаты = ( )k ktq q  и 

скорости = ( )k ktq q  . Вычисление управления ( ),tu  используемого на интервале 1[ , ) = [ , ( 1) ),   k kt t k k  

также осуществляется в моменты kt . Управление имеет следующий вид: 
1
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, где [ , / 2),
( ) =
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Здесь 1
ku  – управление на первой половине, а 2

ku  – управление на второй половине интервала 

1[ , ).k kt t  
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 = 0,1,2, ,k  определяющие значения реального 

и программного фазового вектора системы в момент .kt  Роль нового управления в системе, функциони-

рующей в дискретном времени, будет играть вектор 
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 При построении стабилизирующего 

управления рассмотрим два случая: управление при отсутствии и при наличии начального рассогласова-
ния между программным и реальным движением. 

 
Управление при отсутствии начального рассогласования 

 
Закон управления определим соотношением   

= ( )( )k k k  U G X Z , (4) 

где > 0,  
1 2

1 2

3 4
( ) =
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 – матрица размера 2 2 .n n  

Теорема 1. Пусть 
< 2  . (5) 

Найдутся такие константы > 0  и > 0,K  что для любого начального состояния 0X  и для всех 

    неравенства   
2| ( ) ( ) |t t K  q p , | ( ) ( ) |t t K  q p  , | ( ) | ,t Ku  

выполнены на решениях замкнутой системы управления (1), (3), (4) при всех 0,t  при условии, что ре-
альное состояние совпадает с программным в начальный момент, т.е.  

0 0= .X Z  (6) 

В принципе условие (6) не является ограничительным, так как всегда можно построить удовлетво-
ряющее ему программное движение. Однако обычно программное движение задано заранее, и средства 
для его изменения не предусмотрены в системе управления. Исходя из этого, представляет интерес по-
строить управление, обеспечивающее стабилизацию программного движения без предположения (6). 

 

Управление при наличии начального рассогласования 
 

Пусть вектор ( )r Rnt  есть решение устойчивого линейного дифференциального уравнения 

1 0( ) ( ) ( ) = 0 r r r t d t d t  (7) 

с начальными данными 
(0) = (0) (0), (0) = (0) (0) r q p r q p   .  (8) 

Вектор ( )r t  представляет собой желаемую невязку между реальным и программным движением в 

переходном процессе. В силу устойчивости уравнения (7) ( ) 0r t  при .t  

Пусть 
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. Из (7) следует, что 

1= , = 1, 2, ,Y TY k k k   (9) 

где 1 0= exp
0
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d d
. Начальное условие (8) принимает вид 

0 0 0= Y X Z .  (10) 

Определим закон управления соотношением  
= ( )( ), = 0,1, 2, ,   U G X Z Y k k k k k  (11) 

где векторы Yk  вычисляются рекуррентно в силу (9), (10) . 

 Теорема 2. Пусть выполнено неравенство (5). Найдутся такие константы > 0  и > 0,K  что 

для любого начального состояния 0X  и для всех     неравенства 
2| ( ) ( ) ( ) | , | ( ) ( ) ( ) | , | ( ) | ,t t t K t t t K t K        q p r q p r u    

выполнены на решениях замкнутой системы управления (1), (3), (9)–(11) при всех 0.t  
Меняя коэффициенты 0 1,d d  уравнения (7), можно задавать желаемый (например, неколебатель-

ный) характер переходного процесса в замкнутой системе. В частности, за счет роста перерегулирования 
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можно сделать время переходного процесса сколь угодно малым, и, наоборот, за счет увеличения време-
ни переходного процесса можно уменьшить перерегулирование. 

 

Заключение 
 

Предложен регулятор для стабилизации программных движений робота-манипулятора, учиты-
вающий специфику современных цифровых систем управления, – регулятор, действующий в дискретном 
времени. Регулятор является линейным, он использует дискретизованные по времени значения обоб-
щенных координат и скоростей робота и строит кусочно-постоянное управление. Для расчета регулятора 
необходимо знать единственный параметр робота-манипулятора – нижнюю оценку собственных чисел 
матрицы кинетической энергии. Это обеспечивает робастность регулятора к изменениям параметров ро-
бота, что важно во многих практических задачах. В дальнейшем представляет интерес рассмотреть воз-
можность построения аналогичного регулятора, использующего только измерения обобщенных коорди-
нат робота. 
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