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Сущность бесконтактной лазерной деформации состоит в изменении геометрической формы объекта в процессе его 
нагревания и охлаждения без применения механического воздействия. Среди факторов, влияющих на деформацию, 
присутствуют нагрев, создающий температурное поле, и скорость изменения температурного поля.  
В работе рассмотрен результат компьютерного моделирования температурного поля пластины, возникающего под 
воздействием перемещающегося лазерного луча. Проведено сравнение расчетов по двум математическим моделям с 
результатами эксперимента. В первой модели такие параметры, как плотность, удельная теплоемкость и теплопро-
водность, приняты константами, во второй – зависящими от температуры по закону, полученному путем линейной 
аппроксимации табличных данных методом наименьших квадратов. В обеих моделях температурное поле определя-
ется из решения трехмерного нестационарного уравнения теплопроводности:  линейного – в первом случае, квази-
линейного – во втором. Для решения использована шестиэтапная неявная разностная схема расщепления по коорди-
натам, имеющая второй порядок точности по всем координатам. Системы линейных алгебраических уравнений, воз-
никающие в этой разностной схеме, решаются модифицированным методом Гаусса. Для автоматического построения 
переменной разностной сетки применяется адаптивный метод, который «сгущает» узлы в зонах с большим градиен-
том температур и располагает их более редко в областях, где температура изменяется плавно. Это позволяет сокра-
тить время расчета и получить результат с заранее заданной точностью.  
Компьютерное моделирование показало, что учет зависимости параметров материала от температуры дает более 
точный результат. Однако такой метод связан с большим числом временных шагов и соответственно более длителен. 
Ключевые слова: трехмерное нестационарное квазилинейное уравнение теплопроводности, метод разностной ап-
проксимации. 
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Contactless laser deformation is a process of changing a geometrical form of an object by its heating and cooling without 
using mechanical forces. One of the factors, influencing deformation, is heating, which creates temperature field and 
overpatching speed of temperature field. 
The article deals with a computer modeling result for temperature field of a plate irradiated by a moving laser beam. Compar-
ison of results, obtained by using  two mathematical models and experiments, is conducted. Such parameters as density, 
thermal capacity and thermal conductivity are constant values in the first model, and they are linearly dependent on tempera-
ture in the second one. Linear approximation of table values by least-squares method is used to define this dependence. Both 
models have the temperature field computed by 3D non-stationary heat equation: it is linear function in first model and quasi-
linear function in the second. To solve the equation a six- step implicit finite difference coordinate-wise splitting scheme is 
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applied, which has the second order of accuracy for all coordinates. Systems of linear algebraic equations, created by this 
finite difference scheme, are solved by modified Gauss method. Adaptive method is used for automatic design of variable 
difference mesh. It condenses nodes in high gradient zones and dilutes them in regions where temperature changes gradually. 
This gives the possibility for computation time shortening and receiving a result with predefined accuracy. Results of com-
puter modeling show that taking into account dependence of material parameters on temperature produces more accurate 
results. However, it requires more steps and therefore it is more time-consuming.  
Keywords: 3D non-stationary quasi-linear heat equation, difference approximation method. 

Введение 

Одним из направлений лазерной технологии является процесс управляемого деформирования де-
талей в результате локального нагрева их поверхности сфокусированным лазерным лучом. Неравномер-
ный нагрев детали приводит к бесконтактной деформации в результате возникающего градиента темпе-
ратур. В этой связи становятся актуальными вопросы компьютерного моделирования возникающих тем-
пературных полей, дающего наиболее приближенные к эксперименту результаты. В свою очередь, это 
возможно при условии получения адекватной математической модели и использования корректных мето-
дов решения. Особенность поставленной задачи бесконтактной деформации деталей в результате лазер-
ного облучения состоит в том, что получить деформацию можно только при достаточно больших локаль-
ных температурах. При этом большинство известных нам моделей не учитывают зависимость физиче-
ских параметров материала (плотность, теплоемкость, теплопроводность) от температуры [1, 2]. Исходя 
из этого, актуальной является разработка модели, учитывающей эту особенность процесса бесконтактной 
деформации. Нами поставлена задача – сопоставить предлагаемую модель с традиционными расчетами, 
а также с результатами проведенного эксперимента. 

В работе предлагается рассмотреть модели распространения тепла в результате локального нагрева 
металлической пластины под воздействием лазерного луча, перемещающегося с определенной скоростью 
по ее поверхности. Спроектирована и изготовлена экспериментальная установка, позволяющая оценить 
изменение температуры в реальном времени. Полученные экспериментальные результаты сопоставлены 
с расчетами по предложенным моделям. 

Постановка задачи 

Исследуемый объект – металлическая пластина с геометрическими размерами xL , yL , zL  (рис. 1). 

Рис. 1. Схематическое изображение расположения луча лазера относительно пластины 

Будем считать, что пластина неподвижна. Все ее поверхности находятся в процессе теплообмена с 
окружающей средой, температура которой cU . Для деформации пластины на ее верхнюю грань воздейст-
вует луч лазера с плотностью мощности излучения ( , , )q x y t , который движется со скоростью ( )V t  па-
раллельно оси ординат в течение времени kT . Необходимо найти распределение температур в металличе-
ской пластине, на которую воздействует луч лазера. 

Математические модели 

Рассмотрим две математические модели данного процесса. 
В первой модели не будем учитывать зависимость физических параметров металла от температу-

ры. Процесс распределения температуры в пластине описывается нестационарным трехмерным уравне-
нием теплопроводности, в котором теплоемкость, плотность и теплопроводность – константы [3]: 
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где c  – теплоемкость;   – плотность; λ  – коэффициент теплопроводности материала,  0; xx L , 

0; yy L    ,  0; zz L ,  0; kt T . 
Краевые условия вне зоны действия лазера моделируют теплообмен с окружающей средой по за-

кону Ньютона (с учетом закона Фурье) [4]: 
( , , , ) [ ( , , , )] 0,c

U x y z t
U U x y z t

n


    


(2) 

где n  – нормаль к поверхности;   – коэффициент теплоотдачи. 
Краевое условие в зоне воздействия лазерного луча: 

( , ,0, ) ( , , ) 0.U x y t
q x y t

z


  


(3) 

Начальная температура пластины равняется температуре окружающей среды: 
( , , ,0) cU x y z U . 

Во второй модели будем учитывать зависимость физических параметров металла от температуры. 
Эти зависимости примем линейными, полученными в результате среднеквадратичной аппроксимации 
экспериментальных табличных данных. Процесс распределения температуры будем описывать с помо-
щью нестационарного квазилинейного трехмерного уравнения теплопроводности [5]: 
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Аналогично краевые условия принимают вид 
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Начальное условие остается без изменений. 

Методы решения 

Для решения задачи будем использовать метод конечных разностей, состоящий из трех этапов: 
1. дискретизация расчетной области;
2. замена дифференциального уравнения в частных производных системами алгебраических уравнений;
3. решение этих систем.

Для первого этапа будем использовать метод построения переменной неравномерной разностной 
сетки [6], в которой узлы сгущаются в зоне влияния лазера и разрежаются вне этой зоны. На втором этапе 
будем использовать метод покоординатного расщепления [7], который реализует на неравномерной сетке 
переход с ( 1)k  -го временного слоя на ( 1)k  -й и заключается в выполнении шести этапов, на каждом 
из которых решается одномерная задача, т.е. необходимо решить систему алгебраических уравнений с 
трехдиагональной матрицей. Для формирования систем уравнений на каждом шаге метода покоординат-
ного расщепления будем использовать метод разностной аппроксимации. Для решения полученных сис-
тем будем использовать модифицированный метод Гаусса. 

Пусть приближенное решение найдено на ( 1)k  -м слое на неравномерной сетке в узлах 

 , ,i j mx y z , где 10, ,i n  , 20, ,j n  , 30, ,m n  , 1n  – количество узлов по оси абсцисс, 2n  – количе-

ство узлов по оси ординат, 3n  – количество узлов по оси аппликат. Обозначим величину шагов сетки в 
направлении оси абсцисс через 1, 1i i ih x x   , в направлении оси ординат – через 2, 1j j jh y y   , в направ-
лении оси аппликат – через 3, 1m m mh z z   . Обозначим также среднее арифметическое двух соседних ша-

гов для узла  , ,i j mx y z  в каждом из координатных направлений через 1,ch , 2,ch , 3,ch ; шаг по времени че-

рез 1 1k k k k kt t t t        ; значение приближенного решения в точке  , , ,i j m kx y z t  – через k
ijmu . 

Рассмотрим метод разностной аппроксимации [8]. Заменив производные в уравнении (1) соответ-
ствующими разностными схемами, получим операторную форму: 
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где 1 , 2 , 3  – разностные операторы аппроксимации вторых производных на неравномерной сетке: 
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c





– коэффициент температуропроводности.

Запись алгебраических систем на каждом этапе схемы покоординатного расщепления для уравне-
ния с переменными коэффициентами (4) будет отличаться от предыдущей только тем, что физические 
параметры металла будут линейно зависеть от температуры. Таким образом, для разностных операторов 
(7) коэффициент температуропроводности примет вид 

   
   

.
k
ijmk

ijm k k
ijm ijm
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К полученным системам алгебраических уравнений добавляются уравнения, соответствующие краевым 
условиям (2), (3) в первом случае и (5), (6) во втором. 

Результаты моделирования 

Моделирование проводилось для тонкой пластины из стали углеродной 65Г [9] толщиной 0,5 мм, 
шириной 30 мм и длиной 50 мм. Мощность лазера – 0,2 кВт, скорость перемещения – 0,0167 м/сек, диа-
метр пятна – 1 мм. Температура окружающей среды – 27°С. Значения теплофизических параметров, ис-
пользуемых при моделировании, без учета их зависимости от температуры: 2α 50 Вт (м К)  , 

705 Дж (кг К)c   , 3ρ 7730 кг м , λ 28 Вт (м К)  , что соответствует температуре 800°С. Расчет про-
водился на компьютере с процессором Intel Core i7-3770 и тактовой частотой 3,4 ГГц под управлением 
ОС Windows Vista x64. 

Поскольку экспериментальное определение температуры непосредственно в зоне обработки край-
не затруднительно, измерение проводилось на некотором расстоянии. Для этого к образцу припаивались 
две термопары (рис. 2): одна на лицевой стороне образца на расстоянии 7 мм от края обрабатываемой 
зоны, вторая – на обратной стороне, непосредственно на центральной оси прохода. Сигнал с термопар 
регистрировался осциллографом, скоммутированным с самописцем. 

Обозначим температуру, измеренную верхней термопарой, через 1t , а нижней – через 2t . В резуль-
тате проведения эксперимента были получены значения 1 44 Cet    и 2 80 Cet   . 

Рис. 2. Схема измерения температуры образца во время обработки: 1 – пластина; 2 – термопары; 
3 – лазерный луч; 4 – фиксатор 

Результаты для контрольной точки на верхней стороне пластины, полученные при компьютерном 
моделировании с учетом и без учета зависимости плотности, теплоемкости и коэффициента теплопро-
водности от температуры, отличаются примерно на 7% (таблица). Модель с переменными параметрами 
дает результаты на 5% ближе к результатам эксперимента по сравнению с моделью, в которой коэффици-
енты постоянны. Из таблицы видно, что температура в верхней контрольной точке для второго метода 
выше по сравнению с первым. Это объясняется прямо пропорциональной зависимостью теплоемкости от 
температуры и константным значением, соответствующим температуре 800°С. 

3 
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2 4 
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7 мм 
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Полученные значения температуры на нижней грани для обоих методов (рис. 3) расположены в 
большую и меньшую стороны от экспериментальных данных примерно на одинаковую величину пере-
грева (таблица), что также объясняется зависимостью теплоемкости от температуры и выбором кон-
стантного значения теплоемкости. Кроме того, из таблицы видно, что расхождение между 1

et  и 1t  для 
обоих методов больше, чем между 2

et  и 2t . 
В связи с отсутствием экспериментальных данных на поверхности в зоне действия лазерного луча, 

сложно говорить о том, какой метод дает более точный результат. Однако если сравнивать результаты, 
полученные при моделировании процесса разными методами, то лучшим методом следует признать ме-
тод разностной аппроксимации с зависимостью физических параметров от температуры, поскольку сум-
марное отклонение полученных в результате расчета значений от экспериментальных в этом случае 
меньше. Объяснить расхождение между экспериментальными и расчетными данными можно тем, что 
подход, использованный для измерения температуры во время эксперимента, не обеспечивает достаточно 
высокой точности результата. 

Использованный 
 метод 

Количество 
шагов 1t , °С 2t , °С 1 1

et t 1 1

1

100%
e

e

t t

t


  2 2

et t 2 2

2

100%
e

e

t t

t




Метод разностной 
 аппроксимации  
с постоянными c ,  , 

227 29,5 70 14,5 33% 10 12,5% 

Метод разностной 
аппроксимации 
с переменными c ,  , 

388 31,6 90,7 12,4 28% 10,7 13% 

Таблица. Сравнение эмпирических и расчетных температур 

а б 
Рис. 3. Изотермы на нижней грани в разрезе xOy: с постоянными c ,  ,   (а); с переменными c ,  ,  (б)

Заключение 

В работе рассмотрены методы решения линейного и квазилинейного уравнений теплопроводно-
сти, используемых для моделирования распределения температуры при лазерном нагревании пластины 
для последующей бесконтактной деформации. 

Результаты компьютерного моделирования показали, что метод разностной аппроксимации с уче-
том зависимости параметров материала от температуры дает более точный результат. Отметим, что метод 
более трудоемок, так как требует выполнения большего числа шагов на адаптивной сетке, что увеличива-
ет время расчета примерно на 40%. 
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТУРБУЛЕНТНОГО ПОТОКА ВОЗДУХА 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МЕТОДА ОТСОЕДИНЕННЫХ ВИХРЕЙ 

А.А. Воронина, Г.Н. Лукьянова, Е.В. Фролова  
а Санкт-Петербургский национальный исследовательский университет информационных технологий, механики и 
оптики, Санкт-Петербург, Россия, ale_vor@rambler.ru 
 

Приведен краткий обзор основных математических моделей описания потоков жидкостей и газов, от модели пути 
смешения Прандтля до одно- и двухпараметрических дифференциальных RANS-моделей, а также нестационарных 
моделей крупных LES- и отсоединенных DES-вихрей. Последний тип моделей, впервые предложенный П. Спалар-
том в 1997 г., позволил объединить преимущества моделей LES и RANS, что впоследствии расширило область при-
менения нестационарных математических моделей к описанию потоков жидкостей и газов. Авторы исследования 
приводят математическую формулировку моделей DES, подробно останавливаясь на принципиальных отличиях дан-
ных методов от моделей RANS. 
Также приведен вид трехмерной геометрической модели носовой полости человека, полученной на основе данных 
компьютерной томографии с использованием программного пакета Mercury Amira. После сегментации данной моде-
ли с помощью программного пакета Altair Hypermesh была построена объемная нерегулярная сетка из 1,5×107 конеч-
ных элементов, на основе которой произведен нестационарный расчет параметров потока (программный пакет Ansys 
Fluent). Приведены полученные в результате расчета поля скоростей потока для вдоха и выдоха. Использование под-
робной расчетной сетки и нестационарной модели DES позволило выделить внутри потока отдельные мелкомас-
штабные вихревые структуры. 
Авторами разработана твердотельная модель носовой полости, на основе которой были проведены экспериментальные 
исследования процесса дыхания. Измеренные значения перепада давления потока в преддверии носа показали удовле-
творительное согласие с соответствующими расчетными данными, и был сделан вывод о возможности применения 
моделей DES для моделирования течений жидкостей и газов в каналах нерегулярной формы. 
Ключевые слова: численное моделирование воздушных потоков, метод отсоединенных вихрей, турбулентность. 

DETACHED-EDDY SIMULATION OF TURBULENT AIRFLOW 
A. Voronina, G. Luk’yanova, E. Frolova 

a Saint Petersburg National Research University of Information Technologies, Mechanics and Optics, postgraduate, Saint 
Petersburg, Russia, ale_vor@rambler.ru  
 

A brief survey of the most significant mathematical models of the air and fluid flows from Prandtl’s mixing length layer theo-
ry to RANS models with one and two differential equations, as well as unsteady LES and DES models is given. Detached-
eddy simulation was first proposed by P.Spalart in 1997 and combined the main advantages of LES and RANS methods 
which gave the researchers the possibility to widen the sphere of such models application. The authors give the basic mathe-
matical description of DES models paying special attention to the most important differences between DES and RANS mod-
els. The 3D geometrical model of human nasal cavities obtained from computer-aided tomography data using Mercury Amira 
program is also given. The 3D unstructured mesh with 1,5×107 finite elements was constructed after the segmentation using 
Altair Hypermesh software had been finished. The mesh was used to set up an unsteady simulation of airflow inside the ob-
tained geometrical model. Application of DES method on the mesh of а good quality made it possible to distinguish the 
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