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Рассматривается устойчивая апериодическая непрерывная система, матрица состояния которой обладает веществен-
ным спектром собственных чисел, по модулю меньших единицы. Как показано в последних работах авторов, при 
таких значениях модуля и кратной структуре собственных чисел в траекториях свободного движения системы по 
норме вектора состояния обнаруживаются существенные выбросы, сменяющиеся монотонным движением к состоя-
нию покоя. С целью минимизации величины выброса предлагается модифицировать структуру собственных чисел, 
преобразовав ее в простую. В результате модификации образуется следующая структура: исходное собственное чис-
ло и сдвинутые по вещественной оси плоскости комплексных чисел влево на фиксированную величину относитель-
но соседнего собственные числа, причем каждое из них имеет единичную кратность. Такая модификация позволяет 
сформировать оценку степени близости простой структуры собственных чисел к кратной. Более того, она может 
быть задана в относительной форме, при которой гарантируется снижение указанных выше выбросов траектории 
свободного движения. Положения статьи иллюстрируются результатами компьютерных экспериментов. Результаты 
компьютерного моделирования подтверждают справедливость основных положений статьи. 
Ключевые слова: апериодическая система, степень близости собственных чисел к кратности, норма, траектория. 
 

PROXIMITY DEGREE FOR SIMPLE AND MULTIPLE STRUCTURES  
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The paper deals with steady aperiodic continuous system, state matrix of which has a real spectrum of the eigenvalues which 
absolute value is less than unity. The latest authors’ works show that for such absolute values and multiple structure of eigen-
values on the free motion trajectories of the system by norm of the state vector the significant overshoot is detected, alternat-
ed by monotonous motion toward a state of rest. In order to minimize the overshoot value, it is proposed to modify the struc-
ture of the eigenvalues, transforming it into a simple one. The result of structure modification is the following: initial eigen-
value and shifted along the real axis of the complex plane to the left by a fixed value relative to the adjacent eigenvalues; 
each of them has unit multiplicity. Such modification gives the possibility to form the estimation of the proximity degree of 
eigenvalues simple structure to the multiple one. Moreover, it can be defined in a relative form, which guarantees the reduc-
tion of the above overshoot for the free motion trajectory. Results of computer experiments illustrate the issues of the paper. 
Keywords: aperiodic system, proximity degree of eigenvalues to multiplicity, norm, trajectory. 

 

Введение. Постановка задачи 
 

Ставится задача исследования свободного движения устойчивой линейной непрерывной много-
мерной динамической системы по норме вектора ее состояния с целью изучения влияния на это поведе-
ние близости структуры собственных чисел (СЧ) ее матрицы состояния к кратной. Поставленная задача 
решается для случая вещественных СЧ с учетом результатов, изложенных в [1, 2], которые состоят в том, 
что в апериодической системе (системе с вещественными СЧ) при кратности СЧ, большей единицы, и 
значениях модуля СЧ, меньших единицы, могут появиться заметные выбросы нормы вектора состояния в 
свободном движении. В [1, 2] показано, что величина выброса растет с уменьшением модуля СЧ и с уве-
личением их кратности столь стремительно, что это может потребовать особого внимания разработчика. 
С целью минимизации величины выброса предлагается модифицировать кратную структуру СЧ, преоб-
разовав ее в простую. В результате образуется размещение СЧ, состоящее из исходного собственного 

                                                      
1 Работа подготовлена при поддержке проектом №12347 «Развитие методов адаптивного управления сложными 
динамическими объектами с применением к мехатронным и роботехническим системам».  
The work was made with the support of project № 12347 «Development of adaptive control for complex dynamic objects 
with application to robotics and mechatronic systems». 
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числа и чисел, сдвинутых по вещественной оси комплексной плоскости влево на фиксированную вели-
чину относительно соседнего, причем каждое из них имеет единичную кратность. 

В общей системной постановке решаемая задача является частным случаем достижения в каком-то 
смысле наилучшего размещения СЧ. Эта задача разрабатывается специалистами по теории управления 
вот уже более тридцати лет и имеет достаточно обширную библиографию [3–10]. Отличительной осо-
бенностью решаемой авторами задачи является то, что предлагаемая ими модификация кратного разме-
щения СЧ позволяет сформировать оценку степени близости простой структуры СЧ к кратной. Более то-
го, она может быть задана в относительной форме, при которой гарантируется снижение указанных выше 
выбросов траектории свободного движения, а потому может рассматриваться как дополнительный функ-
ционал при синтезе апериодических систем. 

Задача решается в два этапа. На первом этапе используется представление матрицы состояния сис-
темы в «квазижордановой» форме, которая совпадает с жордановой по построению, но имеет на главной 
диагонали собственные числа, отстоящие друг от друга на фиксированную величину. Эта величина в от-
носительном представлении используется авторами в качестве оценки степени близости простой струк-
туры СЧ к кратной. На втором этапе исследования переносятся на систему с матрицей состояния произ-
вольной формы в классе подобных «квазижордановой» представлений. 

Алгоритмически задача модификации структуры СЧ с целью преобразования ее в простую может 
быть решена как задача синтеза модального управления [3, 11], базирующегося на матричном формализ-
ме уравнения Сильвестра. 
 

Аналитическое исследование свободного движения непрерывной многомерной апериодической 
системы с заданной оценкой степени близости простой структуры собственных чисел ее матрицы 

состояния к кратной 
 

Рассматривается линейная гурвицева непрерывная многомерная динамическая система, задавае-
мая [11, 12] в векторно-матричной форме 

       0
t 0

t t , t


 x Fx x x , (1) 

где    0 , tx x  – вектора соответственно начального и текущего состояний системы; ее матрица со-

стояния;    0 , ;n n nt R R  x x F . Матрица системы , заданная в произвольном базисе, обладает   F  

спектром собственных чисел , имеющим вид 

{ } { ( 1) (1 ( 1)); 1, ; ?}i i i i n                 F ; 
| |

| |


 


. (2) 

В представлении (2) фактически заложена содержательная часть постановки задачи, состоящей в 
оценке величины  модификации кратной структуры СЧ в простую в соответствии с правилом  

{ (1 ( 1)); 1, }i i i n        . (3) 

Реализуя заявленную во введении двухэтапную процедуру решения задачи, перейдем от системы 
(1) с матрицей состояния F, заданной в произвольной форме, к системе с матрицей состояния, заданной в 
«квазижордановой» форме, которая с учетом (3) имеет вид 

( ) { (1 ( 1)); 1, } ( )t i i n t      x J x   . (4) 

В (4) матрица состояния, построенная на спектре  (2) СЧ матрицы F, будет представлять со-

бой – «квазижорданову» клетку  J , имеющую представление 
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Заметим, что векторные и матричные компоненты системы (1) и системы (4) связаны векторно-
матричными соотношениями подобия в форме  

 , (1 ( 1)); 1,i i n       x Sx SJ FS , (6) 

где  – -матрица неособого преобразования подобия [13].  

Теперь поставим задачу исследования свободного движения системы (4) по вектору ее состояния в 

скаляризованной форме. Решение системы (4)  имеет [1, 11–14] вид 

F

F

 ; 1,i i n 
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         , 0 exp (1 ( 1)); 1, 0t t i i n t       x x x J x    . (7) 

В силу структуры (5) матрицы  (1 ( 1)); 1,i i n     J  ее можно представить в форме 

{ (1 ( 1)); 1, } { ( 1)}; { ; 1, }ii i n i diag i n             J Λ J Λ  . (8) 

В силу (8) для матричной экспоненты в (7) становится справедливой [13, 14] запись 

exp( { (1 ( 1))} ) exp( )exp( { ( 1)} ) exp( { ( 1)} )ti t t i t e i t            J Λ J J   . (9) 

Скаляризацию векторного процесса (7) осуществим на основе использования согласованных [13] 
векторных и матричных норм с учетом представления (9), в результате чего получим цепочку соотношений:  

         exp (1 ( 1)); 1, 0 exp { ( 1); 1, } 0tt i i n t e i i n t            
 

x J x J x    . (10) 

В (10) для получения аналитического представления компонента  exp { ( 1); 1, }i i n t  J  постро-

им базу индукции для нарастающей размерности  dimn  x  вектора состояния системы (4) по схеме 

             1 11*, *, *, exp *, (*, )n s n s n n t L s n
       J I J I J J I J     , (11) 

где  – переменная преобразования Лапласа; (*, ) { ( 1); 1, }n i i n   J J  ;  – обратное преобра-

зование Лапласа от функции ; I  – единичная матрица. 

Следуя схеме (11), получим итоговые результаты как функции размерности  в следующем виде: 
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Выражения (12)–(14) образуют базу индукции, которая хорошо просматривается для строчной 

(бесконечной) нормы  exp { ( 1); 1, }i i n t   


J , записываемой в форме суммы членов первой строки 

матричной экспоненты 
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В связи с обнаруженным свойством (15) бесконечной нормы матричной экспоненты 

 exp { ( 1); 1, }i i n t


   J , состоящим в компактном аналитическом ее представлении, все дальнейшие 

исследования поставленной задачи авторы строят на ее использовании, а потому нижний индекс « » в 
обозначении нормы опускается. Нетрудно видеть, что представление (15) удовлетворяет предельному 
переходу  
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Заметим, что если в (16) осуществить предельный переход по в форме , что соответствует 
конвергенции простой и кратной структур матриц состояния систем (1) и (4), то для строчной нормы 
матричной экспоненты получим 

  0
0

1
lim lim exp { ( 1); 1, }

!
i t

n
i

i i n t t e
i



 


     J . (17) 

Cотношение (17) как сомножитель в структуре нормы матричной экспоненты для случая кратных 

вещественных СЧ : 0& ; 1, 1i i i i n         порождает выброс в свободном движении системы [1]. 

Нетрудно видеть, что в качестве критерия факта сохранения выброса в траекториях свободного 
движения системы по норме может быть принята величина 0Mt  , удовлетворяющая условию  

( )
arg 0 .M

d t
t

dt

    
  

x
 (18) 

Если задача имеет экспресс-постановку, т.е. как фиксация факта сохранения выброса в траекториях 
свободного движения по норме в системе с простой структурой СЧ, характеризующейся назначенной 
величиной степени ее близости к кратной, то ее решение может быть построено на использовании ма-
жорирующего покрытия [14] процессов (10), формируемого с учетом представления (16) при условии 

(0) 1x  в виде 

         1
exp 1 1 ; 1, exp

t
t e

roof t roof i i n e


  
           

x J . (19) 

Задачу контроля выполнения условия (18) разобьем на две. 
Первая задача имеет целью оценить условия, при которых в точке 0t   скорость изменения по-

крытия оказывается нулевой, так что выполняется условие 

0

1
exp 0.

t
t

t

d e
e

dt






         
 (20) 

Выполнение операции дифференцирования в (20) по времени приводит к соотношению 

 1 1
exp exp

t t
t t td e e

e e e
dt

 
                     

. (21) 

При 0t   и с учетом условия (20) получаем цепочку соотношений 
1 0 1.       (22) 

Соотношение (22) показывает, что независимо от величины   оценки степени близости простой 

структуры СЧ к кратной, осуществляемой по схеме  (1 1 ; 1, )i i i n        , нулевая скорость в точке 

0t   имеет место только при условии 1.    При 0 & 1     эта скорость будет отрицательной, при 

0 & 1     – положительной, т.е. будет наблюдаться рост нормы вектора состояния системы с течени-

ем времени, сменяющийся со временем монотонным ее спаданием к нулю. 
Вторая задача имеет целью вычисление момента 0Mt  , удовлетворяющего условию наличия экс-

тремума в траектории по норме. Ее экспресс-оценку можно сформировать на основе покрытия процессов 
(19), что приводит к соотношению 

1
arg exp 0 .

t
t

M

d e
t e

dt




                
 (23) 

Если в (23) учесть (21), то получим цепочку соотношений 

   1
arg 0 ln .t

Mt e     


 (24) 

Решение задачи точной фиксации момента 0Mt  ,удовлетворяющего условию наличия экстрему-

ма по норме в траекториях свободного движения в системе с простой структурой СЧ, характеризующейся 
назначенной величиной  степени ее близости к кратной, может быть построено на использовании точ-

ного представления процессов по норме  tx , формируемого с учетом представления (15) при условии 

(0) 1x  в виде 
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Вычисление по формуле (25) (24) 

n      –0,2 –0,02 –0,2 –0,02 

2 

10–6 

Mt  

4 49 8·106 1956·105 

0,1 3,78 46,67 80,47 1956 

1 2,55 33,67 8,05 195,6 

10 0,65 11,08 0,8 19,56 

100 0,08 1,76 0,08 1,96 

1000 0,008 0,196 0,008 0,196 

5 

0 18,83 198,98 8·106 1956·105 

0,1 15,6 167,22 80,47 1956 

1 6,45 79,41 8,05 195,6 

10 0,8 17,13 0,8 19,56 

100 0,08 1,96 0,08 1,96 

1000 0,008 0,196 0,008 0,196 

10 

0 43,79 448,98 8·106 1956·105 

0,1 30,66 319,89 80,47 1956 

1 7,98 113,94 8,05 195,6 

10 0,8 19,39 0,8 19,56 

100 0,08 1,96 0,08 1,96 

1000 0,008 0,196 0,008 0,196 
 

Таблица 1. Значения моментов выброса в кривой  Mtx  
 

по формуле (25) (19) 

  –0,2 –0,02 –0,2 –0,02 

n     Mtx     Mtx     Mtx     Mtx    

2 
 

10–6 2,25 1,25 18,77 17,77 4,91·101733059 4,5·1021280419 

0,1 2,18 1,18 17,91 16,91 2,41·1010 6,5·10195 

1 1,8 0,8 13 12 10,92 9,92 3,81·1019 

10 1,2 0,2 4,37 3,37 1,27 0,27 90,81 89,81 

100 1,02 0,02 1,43 0,43 1,02 0,02 1,57 0,57 

1000 1,002 0,002 1,05 0,05 1,002 0,002 1,05 0,05 

5 
 

10–6 151,55 150,55 1,25·106 4,91·101733059 4,5·1021280419 

0,1 81,65 80,65 0,617·106 2,41·1010 6,5·10195 

1 7,24 6,24 2,36·104 10,92 9,92 3,81·1019 

10 1,27 0,27 42,04 41,04 1,27 0,27 90,81 89,81 

100 1,02 0,02 1,57 0,57 1,02 0,02 1,57 0,57 

1000 1,002 0,002 1,05 0,05 1,002 0,002 1,05 0,05 

10 
 

10–6 3,21·105 2,63·1014 4,91·101733059 4,5·1021280419 

0,1 1,66·104 1,10·1013 2,41·1010 6,5·10195 

1 10,83 9,83 2,59·108 10,92 9,92 3,81·1019 

10 1,27 0,27 88,24 87,24 1,27 0,27 90,81 89,81 

100 1,02 0,02 1,57 0,57 1,02 0,02 1,57 0,57 

1000 1,002 0,002 1,05 0,05 1,002 0,002 1,05 0,05 
 

Таблица 2. Значения выбросов     max M
t

t tx x   кривой  tx  
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Значения величин Mt  для двух версий собственного числа  и трех реализаций размерности n  

системы в функции от величины  -оценки степени близости простой структуры СЧ к кратной, вычис-
ленные с использованием представлений (24) и (25), сведены в табл. 1. 

Соотношения (24) и (25) являются решением первого этапа поставленной задачи, в которой ис-
пользуется представление матрицы состояния системы в «квазижордановой» форме. Они позволяют раз-
работчику путем назначения величины   добиваться требуемого значения величины выброса, наблюдае-

мого в точке , на уровне, удовлетворяющем неравенству    1 (0)Mt   x x  , где величина  

задается априори. Значения нормы      (0) 1
1 (0) 1Mt 

     
x

x x 
   для двух версий собственного 

числа   и трех реализаций размерности n  системы с оценкой   в функции от величины  -оценки сте-
пени близости простой структуры СЧ к кратной, вычисленные с использованием представлений (19) и 
(25), сведены в табл. 2. Из приведенных таблиц видно, что в вычислениях по формулам (19) и (24) с ис-
пользованием покрытия процессов по норме с уменьшением порядка n  достаточность полученных оце-
нок заметно увеличивается, а с увеличением значения  -оценки степени близости простой структуры СЧ 
к кратной – уменьшается. 

Решение задачи на втором этапе предпринятых исследований состоит в переносе полученных ре-
зультатов на систему (1) с матрицей состояния системы F , заданной в произвольной форме в классе 
представлений, подобных «квазижордановой» (6). Как и в работе [1], следует ожидать, что значения 

 tx  будут в  c S  раз превышать значения  tx , сохраняя ту же зависимость от величин  ,   и 

порядка системы n , где    1c  S S S – число обусловленности [15] матрицы S , удовлетворяющей (6). 
 

Компьютерное исследование свободного движения непрерывной многомерной апериодической  
системы с заданной оценкой степени близости простой структуры собственных чисел ее матрицы 

состояния к кратной 
 

Компьютерное исследование процессов по норме  tx  как функции собственного числа  , раз-

мерности системы n  и величины  -оценки степени близости простой структуры СЧ к кратной проводи-
лось в модельной среде пакета MATLAB.  

 

 
                                                      а                                                                                   б 

 
                                                      в                                                                                   г 

Рис. 1. Кривые процессов  tx
 
при 0,2   : а – 2n  , 1(5); 0,5(4); 0,2(3); 0,1(2); 0,05(1)  ;  

б – 5n  , 1(5); 0,5(4); 0,2(3); 0,1(2); 0,05(1)  ;  

в – 10n  , 1(5); 0,5(4); 0,2(3); 0,1(2); 0,05(1)  ; г – 5(1)n  , 10(2)n  , 9   
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                                                      а                                                                                   б 

 
                                                      в                                                                                   г 

 

Рис. 2. Кривые процессов  tx
 
при 0,02   : а – 2n  , 1(5); 0,5(4); 0,2(3); 0,1(2); 0,05(1)  ;  

б – 5n  , 1(5); 0,5(4); 0,2(3); 0,1(2); 0,05(1)  ;  

в – 10n  , 1(5); 0,5(4); 0,2(3); 0,1(2); 0,05(1)  ; г – 2 (1)n  , 5(2)n  , 10 (3)n  , 9   
 

Основной целью компьютерного исследования была визуализация результатов, приведенных в 
табл. 1, 2. В связи с обнаруженной достаточностью оценок характеристик по норме свободного движения 
системы (4), полученных с помощью соотношений (19) и (24), визуализируются только результаты, полу-
ченные в соответствии с соотношением (25). Более того, на формируемых кривых процессов по норме 

фиксировалась величина  
(0) 1

( ) (0)Mt 
  

x
x x


  . 

Моделирование в среде пакета MATLAB процессов в форме  tx  (25) проводилось для значений 

0,2 и 0,02    , 2; 5и 10n   и 9; 1; 0,5; 0,2; 0,1; 0,05  . Результаты представлены на рис. 1, 2. 

Выбор значений   и n  при моделировании в пакете MATLAB сделан так, чтобы сохранить сравнимость 
результатов, полученных в данной работе, с результатами авторов, приводимых в [1]. Следует заметить, 
что кривая процессов по норме для случая 0,2  , 2n    и 9   отсутствует, потому что он в линей-

ном масштабе не заметен на фоне первых двух. Приведенные кривые обнаруживают, независимо от по-
рядка системы при значениях  , приближающихся к нулю, доминирование первых двух собственных 
чисел матрицы (5) состояния системы (4), что оказывается справедливым и для системы (1) с точностью 

до мультипликативного члена   1c  S S S . 
 

Заключение 
 

С целью минимизации величины выброса [1] в процессах непрерывной системы по норме вектора 
состояния свободного движения предложена процедура модификации кратной структуры собственных 
чисел в простую. Введена оценка степени близости простой структуры собственных чисел к кратной, 
задаваемой в относительной форме, при которой гарантируется требуемое значение указанного выше 
выброса. Алгоритмически модификация кратной структуры собственных чисел в направлении прибли-
жения ее к простой может быть осуществлена методами модального управления [11]. 
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