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Проводится сравнительный анализ методов максимума апостериорной вероят-
ности и приоритета опытной информации при оценивании показателей качества 
функционирования сложных систем. Отмечено, что одно из основных досто-
инств метода приоритета опытной информации — учет близости априорных 
данных к экспериментальным, что фактически исключает необходимость про-
верки всей имеющейся информации на однородность. Показано также, что этот 
метод может быть использован при отсутствии априорного распределения. При 
известном априорном распределении оцениваемого параметра апостериорные 
оценки, полученные с использованием указанных методов, совпадают. Приве-
дены формулы для определения выигрыша в числе испытаний и точности оце-
нивания, полученного при учете априорной информации.  
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Введение. В теории оценивания показателей качества функционирования сложных сис-
тем широко используется метод максимума апостериорной вероятности (МАВ) [1]. Одно из 
условий применения этого метода, как и лежащего в его основе байесовского подхода к оце-
ниванию, — наличие априорного распределения оцениваемых параметров [2—4]. Достаточно 
часто это распределение задается произвольно, например, в виде равномерного распределе-
ния в широкой области [5]. При эмпирическом байесовском подходе задается вид априорного 
распределения с точностью до неизвестных величин, которые оцениваются по той же выбор-
ке, что и сами параметры, или посредством проведения дополнительных опытов [6]. В неко-
торых случаях рассматривается совокупность априорных распределений. Такой подход по-
зволяет получить апостериорные оценки, не являющиеся оптимальными, но обладающие ус-
тойчивыми свойствами в выбранном классе распределений [5]. В целом, задача обоснованно-
го выбора априорного распределения достаточно сложна, и в настоящее время нет ее общего 
удовлетворительного решения [7]. Эта априорная неопределенность приводит к неопределен-
ности апостериорных оценок, полученных методом максимума апостериорной вероятности.  

Другой тонкий момент байесовского подхода к оцениванию неизвестных параметров — 
отсутствие вероятностной меры, определяющей близость априорной информации к результа-
там наблюдений, и допустимость объединения этих данных [8]. Очевидно, что чем ближе ап-
риорная информация к результатам наблюдений, тем больше должен быть ее вклад в апосте-
риорную оценку и выигрыш в точности оценивания. Существенное расхождение априорных 
и экспериментальных данных говорит о нарушении принципа однородности и может привести 
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не к уточнению оценок за счет использования априорной информации, а к их искажению.  
К сожалению, существующие методы исследования неоднородности объединяемых данных 
не решают этой проблемы [9]. В некоторых частных случаях ее удается решить путем выбора 
весовых коэффициентов для информации, полученной из различных источников [10—13]. 

На практике достаточно часто результаты априорных исследований системы или про-
цесса представлены не в виде закона распределения, а как априорные оценки отдельных па-
раметров. В этих случаях применение метода МАВ становится проблематичным. Однако ес-
ли априорные оценки не противоречат результатам наблюдений, полученным на основе экс-
периментальных исследований системы, то можно принять, что априорная и опытная инфор-
мация об оцениваемых параметрах является однородной, т.е. получена из одной генеральной 
совокупности. Тогда вид априорного распределения можно найти на основе функции правдо-
подобия для экспериментальных данных, а в качестве параметров использовать их априор-
ные оценки. Тем не менее и при таком подходе могут возникнуть трудности, связанные с не-
обходимостью интегрирования сложных функций.  

Метод приоритета опытной информации (ПОИ) свободен от указанного недостатка, по-
скольку позволяет получить апостериорные оценки неизвестных параметров без непосредст-
венного использования распределений их априорных и экспериментальных оценок [14]. Ос-
новные достоинства и недостатки двух подходов к апостериорному оцениванию неизвестных 
параметров, основанных на методах МАВ и ПОИ, рассматриваются в настоящей статье.  

Постановка задачи. Исследуется надежность сложной системы. Время безотказной ра-
боты системы X̂  имеет экспоненциальный закон распределения [2]: 
 ( ; ) exp( / ) /

X
X X      ,  (1) 

где μ — среднее время безотказной работы.  
По результатам априорных исследований надежности системы получена априорная 

оценка μр параметра μ. Проведены испытания oN  опытных образцов сложной системы на 

надежность, по которым получены значения o, 1, ,iX i N  времени безотказной работы.  

Необходимо, используя методы приоритета опытной информации и максимума апосте-
риорной вероятности, найти апостериорные оценки μПОИ и μМАВ среднего времени безотказ-
ной работы системы.  

Апостериорное оценивание среднего время безотказной работы системы методом 
ПОИ. Для экспоненциального закона распределения (1) функцию правдоподобия, опреде-
ляемую выражением [14] 

o o o

o
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1 1
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i i iNX ii i

X X X

 

 
           

   

можно представить следующим образом: 
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где 
o

o o
1

N
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i

X N


   — опытная оценка среднего времени безотказной работы системы, полу-

ченная методом максимального правдоподобия исходя из необходимого условия максимума 
функции правдоподобия: 
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Для априорной оценки pμ  вводится функция, аналогичная функции (2): 

 
o p o p p

p p
p o μ μ ;

1
(μ ;μ) (μ ;μ) exp

N N N

N
L L  

 
     

,  (3) 

где *
p oN N  ; 

o

* o o
o

р р

μ μ
exp 1

μ μ

N

N
    

               
 — отношение правдоподобия для проверки 

статистической гипотезы pH : μ=μ  [14]. 

Тогда общая функция правдоподобия 

 
o p

o o p p
o p p o

1
(μ ,μ ;μ) (μ ;μ) (μ ;μ) exp

N N

N N
L L L 

   
     

.  (4) 

Поскольку функция плотности распределения (1) является регулярной в смысле первой 
и второй производных по параметру μ  [6], то апостериорная оценка ПОИμ  среднего времени 

безотказной работы системы определяется исходя из необходимого условия максимума функ-
ции o p(μ ,μ ;μ)L : 

ПОИ
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0
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
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. 

Из последнего уравнения получаем 

 
*

o o p p o p
ПОИ *

o p 1

N N

N N

      
  

  
,  (5) 

откуда следует, что при получении апостериорной оценки ПОИμ  осуществляется взвешенный 

учет априорной и опытной информации, причем чем ближе априорные данные к результатам 
испытаний, тем больше их вес в апостериорной оценке.  

Можно показать, что выигрыш в числе испытаний и точности оценивания, получаемый 
благодаря учету априорной информации, как и при использовании других подходов [15—17], 
зависит от ее близости к экспериментальным данным.  

Действительно, согласно формуле (4) апостериорная оценка ПОИμ  может рассматри-

ваться как оценка, полученная по выборке объемом *
а о оν ,N N Е N 

   где Е[·] — функция 

округления до ближайшего целого числа. Следовательно, можно говорить о выигрыше в чис-
ле испытаний  

*
оδ νЕ N   

  , 

получаемом за счет учета априорной информации,  
При совпадении оценок рμ  и ПОИμ  выигрыш в числе испытаний будет максимальным: 

оδ N  , поскольку *ν 1 . В этом случае можно полагать, что апостериорная оценка ПОИμ  

получена по результатам испытаний 2Nо опытных образцов. 
Выигрыш в точности оценивания может быть определен по формуле  

 o ПОИ[μ ] [μ ]D D  ,  (6) 

где D[·] — оператор дисперсии. 
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Дисперсия опытной оценки 
o

o o
1

N

i
i

X N


   может быть получена, если учесть, что дис-

персии всех измеренных значений o, 1, ,iX i N  одинаковы и равны 2μ : 

 
o o o 22

2 o
o 2 2 2

o o1 1 1o o o

μ1 1 1 μ
[μ ] [ ] μ

N N N

i i
i i i

D D X D X
N NN N N  

 
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  
   .  (7) 

Для определения дисперсии апостериорной оценки ПОИ[μ ]D  общая функция правдопо-

добия (4) преобразуется к виду 
o p( )

o p ПОИ o p ПОИ(μ ,μ ;μ) exp ( ) (μ ;μ)
N N

L N N L
          , 

откуда следует, что оценка ПОИμ  является достаточной статистикой. Тогда, согласно [18], 

функцию ПОИ(μ ;μ)L  можно представить следующим образом: 
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ПОИ ПОИ 1 ПОИ 2
μ

(μ ;μ) (μ ;μ) (μ )L c c  ,  (8) 

где 
ПОИ

ПОИ
μ

(μ ;μ)  — функция плотности распределения апостериорной оценки μПОИ; 
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
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Из формулы (8) следует 
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ПОИ ПОИ o pПОИ

μ
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На основе функции плотности распределения (9) можно получить вероятностные мо-
менты апостериорной оценки ПОИ  среднего времени безотказной работы системы любого 

порядка.  
Математическое ожидание оценки ПОИ  
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 . 

Таким образом, апостериорная оценка ПОИ , полученная методом ПОИ, является не-

смещенной. 
Дисперсия оценки ПОИ  

 
ПОИ

22
2 ПОИ

ПОИ ПОИ ПОИ
μ o p o p0

[μ ] ( ) (μ ; )D d
N N N N



 
       

  .  (10) 

Подстановка приближенных значений дисперсий (7) и (10) в формулу (6) позволяет оп-
ределить выигрыш в точности оценивания, получаемый за счет использования априорной 
информации: 
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2 2 *
o o p o

o ПОИ 2 2
ПОИ o ПОИ

( ) (1 )
[μ ] [μ ]

N N
D D

N

       
 

.  (11) 

Очевидно, что выигрыш в точности тем больше, чем больше значение * , характери-
зующее близость результатов априорных исследований надежности системы к результатам 
испытаний. В идеальном случае совпадения априорных и экспериментальных данных 2  . 

Как видно из формулы (11), приближенная оценка выигрыша в точности может быть 
определена по формуле 

*1    . 
Апостериорное оценивание среднего время безотказной работы системы методом 

МАВ. Поскольку в исходных данных отсутствует априорная плотность распределения 

p
μ

(μ;μ ) , то найти апостериорную условную плотность распределения оцениваемого пара-

метра μ в соответствии с формулой Байеса 

 
p o

μ
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(μ;μ ) (μ ;μ) μ

L
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и апостериорную оценку μМАВ этого параметра, обеспечивающую максимум условной плот-
ности распределения, не представляется возможным.  

Как отмечено выше, существуют различные подходы к выбору априорного распределе-
ния, позволяющие получить, в общем случае, различные оценки исследуемого параметра. 
При решении этой задачи необходимо учитывать, что априорное распределение должно быть 
близко к истинному. С другой стороны, сложность функции p

μ
(μ;μ )  может вызвать про-

блемы с определением апостериорной оценки неизвестного параметра. В ряде случаев умень-
шить неопределенность, связанную с выбором априорного распределения, можно следующим 
образом. 

Предполагается, что априорная информация не противоречит результатам испытаний 
опытных образцов сложной системы. В этом случае априорная оценка μр параметра μ может 
рассматриваться как достаточная статистика, полученная по некоторой гипотетической вы-
борке из совокупности величин с плотностью распределения ( ;μ)

X
X , и для определения 

априорного распределения можно воспользоваться формулой, приведенной в работе [18]: 
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где 
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Как видно из формул (12), (13), при таком выборе априорного распределения апостери-
орные оценки, полученные методами ПОИ и МАВ, совпадают, причем это справедливо в об-
щем случае.  

Применительно к рассматриваемому примеру экспоненциального распределения заме-
тим, что подстановка в числитель уравнения (13) функции p(μ ;μ)L  из формулы (3), а в знаме-

натель — выражения p(μ )c  дает 
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p p

p

1 1
p p p p

p
μ p

1
(μ;μ ) exp

( 1)

N N

N

N N

N


   
       

.  (14) 

Тогда выражение (12) с учетом формул (2) и (14) принимает следующий вид: 

p o

p p o o
o p

μ
(μ μ ;μ ) exp

N N

N NC
 

   
     

, 

где С — константа, не зависящая от параметра μ. 
Для определения апостериорной оценки μМАВ среднего времени безотказной работы 

сложной системы используется необходимое условие максимума функции o p
μ

(μ μ ;μ ) : 

МАВ

o p
μ

μ=μ

ln (μ μ ;μ )

0
μ

 



  или p o p p o o

2
МАВ МАВ

0
N N N N   

  
 

. 

Из последнего уравнения получаем  

 
*

o o p p o p
МАВ *

o p 1

N N

N N

     
  

  
,  (15) 

откуда следует, что апостериорная оценка (15), полученная методом МАВ, совпадает с оцен-
кой (5), полученной методом ПОИ. 

Необходимо также отметить, что в случае известного априорного распределения 

p
μ

(μ;μ )  использование метода ПОИ позволяет получить оценки, обеспечивающие макси-

мум апостериорной вероятности. Действительно, из формулы (13) следует 

p p p
μ

(μ ;μ) (μ ) (μ;μ )L c   ; подстановка этой функции в формулу (4) дает o p(μ ,μ ;μ)L   

p p o
μ

(μ ) (μ;μ ) (μ ;μ)c L  . Сравнение полученного выражения с уравнением (12) показывает, 

что функции, стоящие в их правых частях, достигают максимума при одном и том же значе-
нии параметра μ. 

Заключение. Сравнительный анализ методов МАВ и ПОИ, используемых для апосте-
риорного оценивания показателей качества функционирования сложных систем, показал на-
личие определенных достоинств метода ПОИ. Во-первых, при этом методе не требуется зна-
ние априорного распределения. При заданном априорном распределении оцениваемого пара-
метра апостериорные оценки, полученные с использованием методов МАВ и ПОИ, совпада-
ют. Во-вторых, вес априорной информации в апостериорной оценке изменяется в зависимо-
сти от ее близости к экспериментальным данным и, следовательно, отсутствует необходи-
мость проверки всей имеющейся информации на однородность. В-третьих, достаточно про-
сто оценить выигрыш в точности и числе испытаний, получаемый за счет использования ап-
риорных данных. 

Вследствие указанных причин метод ПОИ может оказаться весьма эффективным при 
решении различных задач, связанных с необходимостью принятия решений при ограничен-
ном объеме экспериментальных данных. 
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ESTIMATION METHODS FOR QUALITY INDICATORS OF COMPLEX SYSTEMS FUNCTIONING  

V. N. Arseniev, E. N. Belikhin, A. A. Yadrenkin 

А. F. Mozhaysky Military Space Academy, 197198, St. Petersburg, Russia 
E-mail: djak2008@inbox.ru 

 
A comparative analysis of method of maximum posterior probability and experimental information 

priority method as applied to estimation of quality indicators of complex systems functioning, is carried 
out. One of the basic advantages of experimental information priority method, namely the account for 
proximity of aprioristic and experimental data, is noted to exclude the necessity of checking uniformity of 
the entire available information. It is also shown that this method may be used in the absence of aprioristic 
distribution. With a known aprioristic distribution of the estimated parameter, the posterior estimates ob-
tained by methods of a maximum of a posterior probability and a priority of the experimental information, 
coincide. Formulas for determining the gain in the number of tests and the accuracy of evaluation ob-
tained by taking into account a priori information, are presented. 

Keywords: complex system, quality indicators of functioning, method of maximum posterior 
probability, experimental information priority method, comparative analysis, gain in estimation 
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