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Рассматриваются вопросы динамики нестационарных колебаний прямоуголь-
ной мембраны с одной и двумя присоединенными массами. Построены матема-
тические модели с использованием методов решения прямых задач механики 
упругодеформированного тела, а именно уравнений Вольтерры и метода Кра-
мера. Полученное решение прямой задачи имеет экспериментальное приложе-
ние к задачам анализа перемещений, прогибов, деформаций и напряжений при 
нестационарных колебаниях мембран с присоединенной сосредоточенной мас-
сой, используемых в коммутационных элементах (мембранных герконах) и 
микромеханических датчиках давления. На основе полученных математических 
моделей произведен расчет мембранных упругих элементов запатентованной 
серии коммутационных элементов и датчиков давления.  
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При анализе динамики мембранных упругих элементов, испытывающих действия не-
стационарных колебаний, необходимо учитывать инерционное влияние на данный упругий 
элемент сосредоточенной массы, расположенной на поверхности прямоугольной или круглой 
мембраны. 

Вопросам анализа нестационарных колебаний мембраны посвящены работы [1—11], 
где приведены решения задач динамики мембран в прямой и обратной постановке примени-
тельно к механике упругодеформированного тела. Однако в настоящее время нестационар-
ные колебания мембран с сосредоточенными массами изучены и математически описаны не-
достаточно полно. 

Рассмотрим математическую модель динамического процесса при нестационарных ко-
лебаниях мембранной пластины в случае наличия у нее одной присоединенной массы. Схе-
матическое изображение такой пластины в декартовых координатах представлено на рис. 1.  

 
Рис. 1 

Нестационарные колебания мембранной пластины описываются волновым уравнением 
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где  , ,u u x y t  — перемещение мембранной пластины относительно начала координат; 
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1

( , , ) ( ) ( ) ( )G x y t x x y y G t    


 — внешняя возбуждающая сила колебания, приложенная 

к точке А (х1, y1); 2 2 2 2
1

( , , ) ( ) ( ) ( )R x y t x x y y R t    


 — сила, действие которой связано с на-

личием присоединенной массы и сосредоточенная в точке В (х2, y2); ( )z  — дельта-функция 
Дирака, — поверхностная плотность материала мембраны; a  — скорость распространяю-
щейся деформационной волны. 

С учетом нулевых начальных и краевых условий, используя разложение в ряд Фурье, 
решение (1) искомой функции ( , , )u x y t  можно представить в форме [11] 
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    ; l  — расстояние по оси OX , m  — рас-

стояние по оси OY . 
Выражение (2) содержит функции, позволяющие учесть фактор влияния присоединенной 

массы на параметры прогиба, деформации и напряжения при нестационарных колебаниях мем-
браны. При этом перемещение массы м ( )u t  определяется как 

  м 2 2( ) ( , , )u t u x y t . (3) 

Запишем уравнение прогиба мембраны в условиях отсутствия присоединенной массы:  

 1 м ( ) ( )M u t R t  .  (4) 

Тогда решение уравнение (4) примет следующий вид: 
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Для решения задачи компьютерного моделирования динамики состояния поверхности 
прямоугольной мембраны с одной и двумя присоединенными массами преобразуем выраже-
ние (5) к виду 
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Приведем (6) к стандартному виду 
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для чего произведем замену интеграла на конечную сумму: 
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Решая (7), получаем  
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Представленный процесс математического моделирования нестационарных колебаний 
мембранного элемента, имеющего присоединенные сосредоточенные массы при известных 
величинах, входящих в уравнение (2), позволяет с использованием уравнения (8) провести 
корректный расчет таких параметров, как прогиб и величина деформации мембранного эле-
мента в динамике в любой требуемой точке. С учетом того, что наличие присоединенных 
масс приводит к существенному уменьшению амплитуды колебаний поверхности мембран-
ного элемента, необходимо внести коррективы в получаемые значения прогиба.  

Аналогично можно промоделировать положения мембранного элемента при нестацио-
нарных колебаниях, в случае когда мембранная пластина снабжена двумя и более сосредото-
ченными массами, например М2 и М3. Тогда в уравнение (1) будут включены контактные си-
лы, число которых равно числу этих сосредоточенных присоединенных масс (рис. 2). 

 

Рис. 2 

Допустим, что сосредоточенная масса М2 имеет координаты 2 2( , )х у , а сосредоточенная 

масса 3М  — координаты 3 3( , )х у . Нестационарная нагрузка G(t) приложена в точке 1 1( , )х у . 

Тогда уравнение (2) примет следующий вид: 
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Контактная сила определяется с помощью решения следующей системы интегральных 
уравнений: 

Z

О 

m 
Y l

X

A(x1,y1) 

B(x3,y3) 

C(x2,y2)(x1,y1) 



 Анализ динамики мембранного упругого элемента 447 

ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2020. Т. 63, № 5 

 

 

2 , ,2 2
2

2 ,1 10

3 ,2 2
3 ,

,1 1 0

1 ,2 2
,

,1 1 0

sin( ( ))
( ) sin sin

sin sin ( )sin (

sin sin ( )sin( ( )) ,

t
k n k n

k nk n

t
k n

k n
k nk n

t
k n

k n
k nk n

C tk x k yt
R d

M l m

Ck x n y
R t d

l m

Ck x n y
G t t d

l m

 

 

 

 

 

 

     
      
  

       
  

 
     





 



2 ,3 3
2 ,

,1 1 0

3 , , 3 3
3

3 ,1 10

1 ,3 3
,

,1 1

sin sin ( )sin( ( ))

sin( ( ))
( ) sin sin

sin sin ( )sin( ( ))

t
k n

k n
k nk n

t
k n k n

k nk n

k n
k n

k nk n

Ck x n y
R t d

l m

C t k x n yt
R d

M l m

Ck x k y
G t t d

l m

 

 

 

 

 

 

  
      
  
      

       

 
    





 




0

.
t


























  (10) 

Для численного решения системы (10), представляющей собой систему уравнений 
Вольтерры второго рода, необходимо преобразовать входящие в нее интегралы в конечные 
суммы, после чего (10) можно записать в матричном виде: 
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Используя метод Крамера, вычислим векторы 1R  и 2R : 
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Полученное решение демонстрирует прикладное значение найденных решений прямых 
задач, которое заключается в возможности определения перемещений, прогибов, деформаций 
и напряжений мембранного чувствительного элемента в любой произвольной точке при воз-
действии на него сосредоточенных присоединенных масс [12], в частности присоединенных 
масс в ртутно-смачиваемых мембранных магнитоуправляемых контактах [13—18], а также в 
случае приложения сосредоточенных жестких присоединенных масс к выбранному элементу 
датчиков давления [19]. 

Найденное корректное решение прямых задач, т.е. задач, в которых четко заданы на-
чальные параметры, а именно координаты сосредоточеннных масс и нагрузка на мембранный 
элемент, позволяет при возникновении нестационарных колебаний найти выходные парамет-
ры мембраны. Аналогично могут быть найдены решения для трех и более сосредоточенных 
присоединенных масс. На основе математических моделей произведен расчет мембранных 
упругих элементов запатентованной серии коммутационных элементов и датчиков давления 
[20—23]. 
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DYNAMICS ANALYSIS OF THE MEMBRANE ELASTIC ELEMENT  
WITH ATTACHED CONCENTRATED MASS 
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St. Petersburg Branch, 199034, St. Petersburg, Russia 
 

The dynamics of unsteady oscillations of a rectangular membrane with one and two attached 
masses is studied. Adequate mathematical models are constructed using methods for solving direct prob-
lems in the mechanics of an elastically deformable body, namely, the Volterra equations and the Cramer 
method. It is noted that the obtained solution of the direct problem has an experimental application to the 
problems of analysis of displacements, deflections, deformations and stresses during unsteady vibrations 
of membranes with attached concentrated mass used in switching elements (membrane reed switches) 
and micromechanical pressure sensors. Based on the developed mathematical models, calculations of 
membrane elastic elements of a patented series of switching elements and pressure sensors are per-
formed. 

Keywords: membrane element, attached masses, concentrated mass, loading force, non-
stationary oscillations, deflection value, Volterra equations, Cramer method, direct problem solution 
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