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Аннотация. Несмотря на достаточно давнюю и успешную практику автоматизации методов изготовле-
ния полых композитных изделий, необходимо создать систему управления процессом филаментной намотки. 
Система управления должна учитывать взаимосвязь между геометрическими параметрами создаваемой намотки 
и параметрами ее напряженного состояния. С целью корректного учета свойств объекта управления разработана 
модель динамики процессов этого метода при условии изменения массы объекта управления и момента его 
инерции. Полученные уравнения являются основой для создания системы управления, где в качестве управ-
ляющего параметра используются угловая скорость оправки и величина приращения радиуса намотки.  
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Abstract. Despite the fairly long and successful practice of automating the methods of manufacturing hollow 

composite products, it is necessary to create a control system for the process of filament winding. The control system 
must take into account the relationship between the geometric parameters of the winding being created and the parame-
ters of its strained state. In order to correctly account for the properties of the control object, a model of the dynamics of 
the processes of this method has been developed, subject to changes in the mass of the control object and its moment 
of inertia. The obtained equations are the basis for creating a control system, where the angular velocity of the mandrel 
and the increment of the winding radius are used as the control parameter.  
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Введение. Одним из наиболее широко используемых методов изготовления полых ком-
позитных изделий является филаментная намотка. Этим методом изготавливают и трубы, и 
специализированные емкости различного назначения. Несмотря на успешную практику авто-
матизации этого процесса необходимо создать систему управления, учитывающую взаимо-
связь геометрических параметров создаваемой намотки и параметров ее напряженного со-
стояния. Для решения поставленной задачи нами предложено устройство управления процес-
сом формирования намотки [1]. Как и в любом устройстве такого типа, адгезия слоев намотки 
обеспечивается либо пропиткой волокон клеящим составом в специальной ванне, либо ис-
пользованием препрегов. Толщина намотки может варьировать от 5 до 300 мм и более — в 
зависимости от предназначения композитного изделия. Натяжение наматываемого материала 
регулируется специальным механизмом компенсационного типа. 

Динамика процессов системы управления. Динамика процессов описывается совокуп-
ностью дифференциальных уравнений [2]. При этом следует учесть изменение массы объекта 
управления (оправка с намоткой) и соответственно момента его инерции, а также взаимодей-
ствие с намоткой укатывающего валика (рис. 1; 1 — ротор электродвигателя, 2 — оправка,  
3 — намотка, 4 — укатывающий валик, 5 — паковка с наматываемым материалом,  
ρ  — радиус намотки, nf  — натяжение подаваемого материала, ρb  — радиус укатывающего 

валика, nQ  — сила, прикладываемая к укатывающему валику для обеспечения его поступа-

тельного движения). Чтобы получить такие дифференциальные уравнения, воспользуемся 
известным приемом обобщенного описания динамики системы управления уравнениями Ла-
гранжа 2-го рода [2]: 
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где t — текущее время динамического процесса; T — кинетическая энергия системы;  θ p  и 

 bx  — обобщенные координаты, соответственно угол поворота ротора электродвигателя и 

линейное перемещение укатывающего валика; θQ  и xQ  — обобщенные силы. 
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Рис. 1 

Кинетическая энергия T определяется следующей суммой: 
 1 2 3  T T T T   .    (3)  

Слагаемые T1 и T2 определяются по известной формуле кинетической энергии [3] для 
тела, вращающегося вокруг неподвижной оси:  
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где Jp и Jn — моменты инерции ротора электродвигателя и оправки, θ p
  и θn

  — угловая ско-

рость ротора электродвигателя и оправки. Для определения третьего слагаемого примем во 
внимание вращательное и поступательное движение укатывающего валика: 
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где Jb и θb


  — момент инерции и угловая скорость укатывающего валика, mb — его масса,  

Vx — скорость поступательного движения укатывающего валика (Vx = bx


).  

Чтобы определить обобщенную силу θQ , воспользуемся известным соотношением [4] 

между суммой возможных элементарных работ и суммой произведений обобщенных сил и 
вариаций обобщенных координат: 
 θδ δ δθ δx p x bA A Q Q x    ,  (6) 

где  δA  и δ xA  — элементарная работа при возможных перемещениях. 

Обобщенные координаты не зависят друг от друга [4], поэтому придадим системе воз-
можный бесконечно малый поворот δθ p , при котором изменится только одна координата θ p , 

а bx  останется неизменной (δ 0bx  ). При таком повороте из (6) следует 

 θ θδ δθ pQ A .  (7) 

Элементарная работа  δA   при возможном повороте δθ  составитp : 

 δ δ δ δ δ δd p c n b b n n o t nA M M M f R k            ,    (8) 

где dM  — вращающий момент электродвигателя, cM  — момент сопротивления вращению 

оправки, bM  — момент сопротивления вращению укатывающего валика, oR  — реакция на-

мотки на воздействие укатывающего валика, tk  — коэффициент трения качения укатываю-

щего валика по оправке с намоткой, δ n  — возможный поворот оправки: 
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ρ p  — радиус шкива, установленного на электродвигателе, n  — радиус шкива, установлен-

ного на оправке, δθb  — возможный поворот укатывающего валика  
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Из (6) с учетом (8) найдем правую часть выражения (1): 
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второе слагаемое в левой части выражения  θ pT   равно нулю, поскольку кинетическая 

энергия системы зависит от угловой скорости ротора электродвигателя (4), (5), но не собствен-
но от угла поворота. Чтобы найти первое слагаемое левой части рассматриваемого уравнения, 
определим частную производную функции кинетической энергии T по переменной θ p

 : 
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Для угловой скорости ротора электродвигателя ωρ =  θ p


 найдем производную по време-

ни от функции (12), определив тем самым первое слагаемое левой части уравнения (1): 
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Согласно (11) и (13), получим первое дифференциальное уравнение взаимодействия 
объекта управления и органа управления: 
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Сумму моментов инерции в этом уравнении обозначим через 
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2 2
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Кроме того, допустим, что моменты сопротивления вращению в опорах оправки и ука-
тывающего валика cM  и bM  пропорциональны их угловым скоростям [5]:  
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или, с учетом (9), (10): 
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где nh  и bh  — коэффициенты пропорциональности. 

В результате уравнение (14) преобразуется к следующему виду: 
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где 
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Коэффициент tk  определяется отношением моментов импульсов вращения укатываю-

щего валика и оправки [6]:  
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где bD  — момент импульса вращения укатывающего валика, nD  — момент импульса враще-

ния оправки.  
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По мере увеличения радиуса намотки ρ  момент инерции Jn оправки с намоткой и сум-
марный момент инерции Ju изменяются. Чтобы установить закономерность изменения Jn, 
представим зависимость радиуса намотки как функцию, где в качестве аргумента использует-
ся текущее время намотки композитного изделия. В соответствии с предложенной моделью 
формирования намотки [1] ее текущий радиус рассчитывается на основе выражения: 

 0
0

 
n

nad


   ,          (21) 
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υ — скорость перемещения точки наматывания (точки контакта наматываемого материала с 

телом намотки) в радиальном направлении (υ = dρ/dt), ρ

ρ
ω

ρ
p

n

 — угловая скорость ωn  враще-

ния оправки ( ρρ  θ
ω

ρ  
p

n
n

d

dt
 ). 

При небольшой толщине намотки, когда а ≈ const, выражение (21) может быть пред-
ставлено спиралью Архимеда: 
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θ ω
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t dt  , при ρω  = const  
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Момент инерции Jn оправки с намоткой, определяющий tk , представим в виде суммы 

моментов: 
 Jn  =  J  Je w ,         (25) 

где Jе — момент инерции собственно оправки, когда 0   , Jw — момент инерции намотки. 

Момент инерции Jw  рассчитывается как момент инерции полого цилиндра:  

   Jw  =  2 2
н 0

1 

2 
m t     ,         (26) 

где нm  — масса намотки.  

Представив нm  в виде произведения плотности намотки нy  на ее объем 

 нm  =  2 2
н 0y H   ,       (27) 

где H — ширина оправки, для Jw из (25) запишем: 

   Jw . =  4 4
н 0

1 

2 
y H   .           (28) 

Для дальнейшего решения дифференциального уравнения (18), описывающего измене-
ние состояния объекта управления при изменении угла поворота ротора электродвигателя 

p , необходимо определить множитель ξo  из (19). Найдем производные, входящие в выра-

жение (19), используя выражение (24): 



 Моделирование процессов в системе управления плотностью композитной намотки 425 

JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2022. Vol. 65, N 6                                                      ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2022. Т. 65, № 6 

 
d

dt


 = ρ ωp

n

a



,   (29) 

 
Jnd

dt
 = 

Jwd

dt
= 

3

н ρ ρ 0

  
2  ω  ω

  
p p

n n

y Ha a t
  

     
.   (30) 

После проведенных уточнений следует вернуться к анализу уравнения (18), отражающе-
го динамические процессы, возникающие при вращении ротора электродвигателя и объекта 
управления. В неустановившемся режиме движения (при разгоне или торможении) вращаю-
щий момент электродвигателя dM  состоит из момента статического сопротивления ctM , со-

ответствующего установившемуся режиму, и динамического (избыточного) момента uzM , 

обусловленного инерцией неравномерно движущихся масс [7]. При разгоне или торможении 
угловое ускорение принимают постоянным [7]: в этом случае, при равноускоренном или рав-
нозамедленном вращательном движении, избыточный момент подчиняется известной зави-
симости 

  J  Jp p
uz u u

rz

d
M

dt t

 
  ,       (31) 

где rzt  — время разгона. 

После разгона ( rzt t ) процесс стабилизируется, когда 0uzM  , d ctM M  и 

( ρω  = const). В этом случае, разделив правую и левую части уравнения (18) на ξo , получим 

 p  = 1 2 3d n oq M q f q R  ,    (32) 

где 1q  = 1/ ξo , 2q   = 
 

ξ  
p

o n




, 3q  = 

ξ  
t p

o n

k 


  — коэффициенты передачи. 

Учитывая (29) и (30), из (19) получим функциональную зависимость множителя  ξo t : 

  ξ  o t  =  
3 3

н ρ ρ 0

 
2  ω  ω  

 
p p

n n

y Ha a t
                  

 

 +
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ρ 0 ρ

  
 J 2  ω  ω   

  
p p p

b
n b n n

a t a
      

            
+  p p

n b
n b n

h h
 


  

.        (33) 

Изменение состояния объекта управления с течением времени в данном случае характе-
ризуется изменением коэффициентов передачи (рис. 2). 
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Рис. 2 

Рассматривая полученные зависимости, следует отметить, что за время наматывания ко-
эффициенты передачи меняются незначительно. В данном случае моделью рассматриваемого 
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объекта управления является апериодическое звено первого порядка (18). Максимальная дли-
тельность переходных процессов для таких звеньев не превышает четырехкратного значения 
постоянной времени [8]: в частности, в (18) —  J / ξu o . Относительные изменения постоянной 

времени и коэффициентов передачи за время переходного процесса не превышают 2 %. Как 
известно [8], объект управления можно считать квазистационарным, если за время переход-
ного процесса изменения коэффициентов дифференциального уравнения незначительны. 

Процесс управления поступательным движением укатывающего валика. Проана-
лизируем поступательное движение укатывающего валика в случае генерации соответствую-
щего импульса от блока управления. Получим дифференциальное уравнение для определения 
параметрической передаточной функции объекта, связывающей линейное перемещение bx  

укатывающего валика с усилием xQ . Из (2) и (5) имеем 

  
 b b

b

T
m x

x








 ,         b b

b

d T
m x

dt x

 
  




.           (34) 

При возможном перемещении δ bx : 

 δ δ δ δx n b c b n bA Q x f x x   ,      (35) 

где nQ  — сила, прикладываемая к укатывающему валику для обеспечения его поступательно-

го движения; cf  — сила сопротивления движению укатывающего валика вдоль оси X 

(рис. 1); Ψn  — сила прижима укатывающего валика к намотанным на оправку нитям. 

В (35) допускаем, что сила прижима Ψn  компенсируется силой упругости намотки (ее 

пропорциональной составляющей, описываемой законом Гука), кроме того, предполагаем, 
что сила сопротивления cf  пропорциональна скорости линейного перемещения bx  

(  c v bf p x  ,  vp  — коэффициент пропорциональности), тогда  

 δ δ δ δx n b c b n b bA Q x f x k x x   ,       (36) 

где nk  — коэффициент жесткости намотки. 

В результате из (2) с учетом (34) и (36) имеем: 
     b b v b n b nm x p x k x Q    . (37) 

Приведем уравнение (37) к виду  

 
  1
 
   

b v
b b b n

n n n

m p
x x x Q

k k k
    .         (38) 

Из (38) определим передаточную функцию объекта 

    
   2 2

2

1
 

  2 1   1
  

b
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n b v
n

n n

x p
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
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       
 

,  (39) 

где τ  — постоянная времени управляющего звена ( τ b

n

m

k
 ); 

1

nk
  , d  — коэффициент 

демпфирования (
 

2    
v

b n

p
d

m k
 ). 

Передаточную функцию всего звена управления, включающего в себя импульсный 
блок, генерирующий командные импульсы для механизма отвода укатывающего валика, 
можно определить следующим выражением [9]: 
     пнч  pW z Z W p ,    (40) 
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где {}Z  — символ z-преобразования,  пнч W p  — передаточная функция приведенной непре-

рывной части: 
      пнч    fe bW p W p W p , (41) 

где   feW p  — передаточная функция импульсного блока. 

Импульсный блок формирует прямоугольные импульсы длительностью н  с периодом 

следования vS . Его передаточная функция описывается выражением [9]: 

  
 н 1

 

p
ue

fe

k e
W p

p


 ,         (42) 

где  uek  — коэффициент передачи импульсного блока. 

С помощью (40) определяется переходная функция управляющего звена, характери-
зующая его динамические свойства и отображающая реакцию звена на единичное ступенча-
тое воздействие, до приложения которого звено находилось в покое. Для получения указан-
ной функции дискретная передаточная функция   pW z  экстраполируется непрерывной пере-

даточной функцией 

    
 

 p
p

p

p
W p

Q p


 .      (43) 

Переходная функция управляющего звена  1p p  в операторном виде определяет-

ся так: 

    1
1

p pp W p
p

  .      (44) 

Переходные функции управляющего звена при kn = 6,78·1010 Н/м, mb= 0,38 кг представ-
лены на рис. 3 (кривая 1 — pv = 0,03, 2 — 0,12, 3 — 0,96 Нс/м). Полученные результаты по-
зволяют определить управляющее звено как колебательное второго порядка. Его настройка, 
без серьезных конструктивных изменений, осуществляется путем изменения коэффициента 
демпфирования [10, 11]. В частности, при возрастании указанного коэффициента, за счет 
увеличения коэффициента пропорциональности vp , снижается амплитуда колебаний пере-

ходной функции при затухании (см. рис. 3). 
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0            2          4         6          8        10      t, c  
Рис. 3  

Заключение. Полученные уравнения являются основой для создания системы управле-
ния, где в качестве управляющего параметра используются угловая скорость оправки и вели-
чина приращения радиуса намотки. 
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