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Аннотация. Представлен подход к решению задач теории трещин, относящихся к так называемым „экс-
тремальным задачам механики“. Рассмотрена задача „хрупкого разрушения“ для плоского элемента при нали-
чии в нем прямоугольной трещины. Анализ динамики изменения трещины проведен на базе математической 
модели в частных производных. При расчете были заданы конкретные параметры материала, в частности алю-
миния, для упругого элемента и нагрузки. Полученные результаты позволили сделать вывод о значимости  гео-
метрического расположения упругих элементов в металлических изделиях объектов мониторинга транспортной 
инфраструктуры.  
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Abstract. An actual approach to solving problems of the theory of cracks related to the so-called “extremal problems 

of mechanics” is presented. The problem of “brittle fracture” for a flat element in the presence of a rectangular crack in it, is 
considered. An analysis of the fracture change dynamics is carried out based on a mathematical model in partial derivatives. 
The calculations are performed with specific parameters of the material, in particular aluminum, of the elastic element and 
the load. The obtained results lead to conclusion on importance of geometric arrangement of the elastic elements in metal 
products of objects of transport infrastructure monitoring.  
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Введение. Задача выявления трещин в металлических конструкциях и их элементах, 
используемых на объектах транспортной инфраструктуры, не только актуальна, но и требует 
дальнейшего развития эффективных методов неразрушающей дефектоскопии [1].  

В ходе исследований проанализированы теоретические основы дефектообразования на 
примере ряда задач теории трещин [2—4], а также создана математическая модель (ММ) рав-
новесия упругих тел при наличии трещин и проведены вычислительные эксперименты. 

Постановка задачи равновесия упругих тел при наличии трещин. Рассмотрим поста-
новку задачи обеспечения равновесия упругих тел при наличии трещин [5]. При соответствую-
щей формулировке этой задачи можно выявлять критические значения параметров роста тре-
щин в хрупких материалах, для которых имеет место процесс разрушения образца. 

Выполним постановку задачи для хрупкого разрушения плоского элемента при наличии 

в нем прямоугольной трещины. Пусть имеется область 2D R  с липшицевой границей L . 
Далее предположим, что кривая   делит область D  на две подобласти 1D  и 2D , которые 

также имеют липшицевы границы 1D  и 2D , причем мера  1 0meas L D   и 

 2 0meas L D  . Кроме того, кривая   не выходит за границы области, то есть L   . 

В этом случае   описывает границы трещины. Введем в рассмотрение нормаль  1 2,     к 

кривой  . Формулировка задачи о равновесии двумерного упругого тела при наличии трещи-
ны может выглядеть следующим образом. В области /D   найти вектор перемещений 

 ,V u v  и тензор напряжений  ij   , , 1, 2i j  , такие, чтоб соблюдались следующие усло-

вия: 
1) div F   ,  
2)   0A V   ,  

3) на липшицевой границе 0V  . 

Здесь    2,x yF F F L D  — заданный вектор внешних поверхностных сил; 

    ijV V    — тензор малых деформаций;  , , , , 1, 2ijklA a i j k l   — тензор, обладающий 

свойствами симметрии и положительной определенности: 

 ,ijkl jikl klij ijkla a a a L D   , 2
0 0, const 0.ijkl kl ij ij jia c c          

В дальнейшем будем считать, что const,   , , , 1,2.ijkla i j k l   

В основу поиска решения положим справедливость гипотезы о прямолинейном распро-
странении трещин в ходе нагружения элемента. Это возможно при наличии симметрии об-
разца, а также приложенных сил на /D  , относительно трещины длиной l . При этом счи-
таем, что силы не прикладываются непосредственно к зоне возникновения трещины. Это 
позволяет считать, что в этой зоне выполняется равенство 0x yF F  . В такой дифферен-

циальной постановке условие 1) описывается уравнением равновесия, 2) — линейным зако-
ном Гука, 3) — условие закрепления элемента на границе. 

Результаты вычислительных экспериментов. В ходе исследований в среде MATLAB 
R2021b, которая позволяет решать задачи в различных предметных областях [6—11], реали-
зована ММ равновесия упругих тел при наличии трещин.  

При моделировании были заданы параметры, представленные в таблице, о ширине и вы-
соте пластины, начальном размере трещины, приложенной нагрузке, коэффициенте интенсив-
ности напряжений, углах, под которым расположена трещина (для расчета разных вариантов).  
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Параметр Значение 
Представление  
величины в СИ

Полуширина пластины, b 50 мм 0,05 м 
Полувысота пластины, h0 1,25b 0,0625 м 
Полудлина пластины, a 0,5b 0,025 м 
Давление, load 100 MПa 108 Пa 
Коэффициент 
интенсивности воздействия, K0  

load/1[Н/м2]·sqrt(pi·a/1[м]) 2,8025·107 

Расположение трещины, угол 

β 120° 2,0944 рад 
β0 45° 0,7854 рад 
β1 15,5° 0,27053 рад 
β2 100° 1,7453 рад 

Ниже представлены данные о свойствах упругого элемента: 
— плотность — 8000 кг/м3;  
— модуль Юнга — 190 ГПа; 
— коэффициент Пуассона — 0,45. 
На рис. 1 приведена начальная геометрия для расчета трещины под углом к длинной 

стороне пластины в 15,5°.  
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Рис. 1 

На рис. 2 представлена расчетная сетка, полученная согласно условиям 1)—3), с трещи-
ной под углом в 15,5°. 
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Рис. 2  

На рис. 3 и 4 представлены результаты компьютерного моделирования для напряжений 
по Мизесу (в русскоязычной литературе — интенсивности напряжений). 



454 В. Л. Ткалич, М. Е. Калинкина, А. Г. Коробейников, О. И. Пирожникова 

ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2022. Т. 65, № 6                                                      JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2022. Vol. 65, N 6 

–0,05      0       0,05    0,1     0,15     0,2     0,25      т, м 

т, м 

0,12
0,1 

0,08
0,06
0,04
0,02

0 
–0,02 
–0,04 
–0,06 
–0,08 
–0,1

–0,12 

 
Рис. 3  
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Рис. 4  

На рис. 5 представлены результаты компьютерного моделирования динамики трещин 
— расширения, смещения раскрытия (s — ширина раскрытия трещины), расположенных из-
начально под разными углами.  
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Рис. 5 

Заключение. Анализ результатов компьютерного моделирования показывает, что изна-
чальное физическое расположение трещин играет большую роль. Поэтому элементы, в кото-
рых при помощи каких-либо методов дефектоскопии обнаружены зоны с наличием трещин, 
необходимо устанавливать соответствующим образом. Это позволит продлевать срок службы 
упругих элементов. 
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