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Аннотация. Рассматривается отдельный класс квазиортогональных матриц, а именно двухуровневые 
матрицы Мерсенна, структурированные по Уолшу. Показано отличие систем ортогональных функций Адама-
ра — Уолша и Мерсенна — Уолша. Рассматриваются модульно двухуровневые матрицы Мерсенна — Уолша и 
их портреты. Система функций на основе модульно двухуровневой матрицы Мерсенна — Уолша имеет вдвое 
больше уровней, чем система функций, построенная на основе двухуровневой матрицы Мерсенна, структуриро-
ванной по Уолшу. В качестве прикладной задачи с использованием структурированных квазиортогональных 
матриц рассматривается процедура маскирования двухуровневыми и модульно двухуровневыми матрицами 
Мерсенна — Уолша изображений с оценкой результатов маскирования — разрушения исходного изображения. 
На примере тестового изображения демонстрируется изменение гистограммы яркостей и влияние порядка мас-
кирующей матрицы на результат маскирования.  
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Abstract. A separate class of quasi-orthogonal matrices, namely, two-level Mersenne matrices structured accord-
ing to Walsh, are studied. The difference between the systems of orthogonal Hadamard–Walsh and Mersenne–Walsh 
functions is shown. Modular two-level Mersenne–Walsh matrices and their portraits are considered. A system of func-
tions constructed using a modularly two-level Mersenne–Walsh matrix has twice as many levels as a system of functions 
constructed on the basis of a two-level Mersenne matrix structured according to Walsh. As an applied problem using 
structured quasi-orthogonal matrices, the procedure for masking images with two-level and modularly two-level Mer-
senne-Walsh matrices with an assessment of the results of masking - destruction of the original image is considered. 
The example of a test image demonstrates the change in the brightness histogram and the influence of the order of the 
masking matrix on the masking result. 
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Введение. Матрицы являются основой ряда методов преобразования информации, та-

ких как помехоустойчивое кодирование, сжатие и обработка изображений, криптография и 
др. [1—6]. Принципиально матрицы могут быть любые, но важно, чтобы для квадратной мат-
рицы Аn порядка n, используемой для кодирования/сжатия/маскирования/шифрации, была 
вычислима точно обратная матрица Аn

–1 для декодирования/декомпресии/демаскирования/ 
дешифрации. Однако проблема состоит в том, что абсолютно точно вычислить Аn

–1 не пред-
ставляется возможным, особенно для матриц высоких порядков.  

Для перечисленных задач наиболее востребованы ортогональные и квазиортогональные 
матрицы.  

Матрица Аn является ортогональной [2], если выполняется условие  
 An

TAn = In, (1) 
где An

T— транспонированная матрица An, In — единичная матрица.  
Особенность ортогональных матриц заключается в том, что для них вычислять обрат-

ную матрицу нет необходимости, поскольку Аn
–1 = Аn

Т, а транспонирование сводится к заме-
не строк на столбцы исходной матрицы Аn. Транспонированная матрица, в отличие от обрат-
ной, представляется точно, что позволяет исключить внесение погрешностей в вычисления. 

Количество ортогональных матриц принципиально не ограничено ни по порядкам их су-
ществования, ни по количеству, но их вычисление с алгоритмической точки зрения затрудни-
тельно. Введение ограничений на параметры ортогональных матриц позволяет преодолеть 
трудности, но значительно сужает их класс и требует систематизации методов их вычислений. 

Известно, что матрицы наследуют структурные характеристики методов их вычислений 
на порядках существования. Однако структурные инварианты не всегда являются полезными 
для конкретных задач их применения. 

Цель настоящей статьи — показать преимущество модульно двухуровневых квазиорто-
гональных матриц Мерсенна — Уолша для использования в широком круге технических 
применений на примере маскирования изображений. 

Двухуровневые квазиортогональные матрицы. Наиболее известными ортогональ-
ными матрицами с ограничением на количество и возможные значения их элементов (уров-
ни) являются матрицы Адамара Hn [2, 7], состоящие из элементов двух значений: 1 и –1, для 
которых выполняется условие  
 Hn

THn = nIn. (2) 
Жесткое ограничение на элементы матрицы Адамара приводит к тому, что они сущест-

вуют не на всех порядках n, а только на n = 4t, где t — натуральное число. И, строго говоря, 
матрица Адамара является квазиортогональной, так как условия (1) и (2) отличаются коэф-
фициентом n перед In, что эквивалентно коэффициенту 1/n для элементов в самой матрице 
Адамара. 

Востребованность двухуровневых матриц Адамара в технических приложениях, связан-
ных с обработкой и преобразованием цифровой информации, объясняется именно целочис-
ленностью значений уровней, что позволяет эффективно выполнять операции умножения с 
ними [8] на любых процессорах. 

Как обобщение ортогональных матриц в [9] используются квазиортогональные матри-
цы Мерсенна Мn, имеющие также два значения элементов: 1 и –b. Эти матрицы существуют 
на нечетных соседних с матрицами Адамара порядках, принадлежащих последовательности 
4t – 1 [10], включающей последовательность чисел Мерсенна, и для них выполняется условие 
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 Мn
TМn = ω(n)In. (3) 

Коэффициент ω(n) в выражении (3) и значение элемента b матрицы Мn являются функ-
циями от t и в общем случае они иррациональны и вариативны при изменении порядка n. 
Теория матриц Мерсенна тесно связана с доказательством гипотезы Адамара [11]. 

Для приведенных матриц Мерсенна уровень b, если второй элемент имеет уровень 1, 

вычисляется как 1/2 при n=3, а в остальных случаях — как b = (q – 4q )/(q – 4), где q=n+1 

(порядки матриц Адамара). Значению уровня b присваивается знак минус для удовлетворения 
требований по дизайну строк таких матриц и их структуры в целом [10]. 

Вычисления с двухуровневыми матрицами Мерсенна также эффективно выполняются в 
процессорах цифровой обработки сигналов и других процессорах с аппаратной реализацией 
операций умножения. 

Для наглядного представления матриц и выявления особенностей их структур, как пра-
вило, используется аппарат портретов [12, 13], где элементы представлены полями разного 
цвета. Для двухуровневых матриц это поля черного цвета, соответствующие значению –1 или 
–b, и белого цвета, соответствующие значению 1. 

На рис. 1, а, б для примера приведены портреты соответственно матрицы Мерсенна по-
рядка 15, вычисленной модифицированным методом Пэли [14], и матрицы Адамара порядка 
16, вычисленной методом Сильвестра. 

 а) б) 

 
Рис. 1  

Приведенные матрицы, как и матрицы других порядков, полученные указанными метода-
ми, имеют явно выраженные структуры, что успешно используется при выполнении преобразо-
ваний с ними [6, 15]. Однако матрицы Адамара и Мерсенна могут быть без потери ортогональ-
ности структурно преобразованы перестановкой строк и столбцов к другим структурам. 

Двухуровневые квазиортогональные матрицы, структурированные по Уолшу.  
В предположении, что значения элементов двухуровневых матриц Адамара по строкам или 
столбцам отражают переключение уровня сигналов, как в упрощенном аналоге тригономет-
рической системы Радемахера [16], путем перестановки строк и столбцов матрицы могут 
быть структурированы по Уолшу [17]. Тогда столбцы (строки) в них, начиная с первого (низ-
кой частоты переключения), посредством перехода своих уровней отображают ортогональ-
ные функции Уолша [18]. На рис. 2 приведен портрет структурированной по Уолшу матрицы 
Адамара порядка 16, представленной на рис. 1, б.  

 
Рис. 2 

Матрицы Мерсенна аналогично могут быть структурированы по Уолшу [19], однако ор-
тогональные функции при этом принимают два несимметричных значения {1, –b}, где b<1. 
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О п р е д е л е н и е  1. Матрицу Мерсенна с упорядоченными по частоте смены знака эле-
ментами в столбцах будем называть матрицей Мерсенна, упорядоченной по Уолшу, или мат-
рицей Мерсенна — Уолша. 

О п р е д е л е н и е  2. Систему генерируемых ортогональных функций на основе матрицы 
Мерсенна — Уолша будем называть системой функций Мерсенна — Уолша. 

В качестве примера на рис. 3 приведены матрицы Мерсенна — Уолша начальных по-
рядков 7, 15 и 31. 

         
Рис. 3 

Система ортогональных функций Мерсенна —Уолша отличается от системы классиче-
ских функций Уолша. Особенности и причины, по которым этот базис может быть интерес-
ным [20], следующие. 

Во-первых, система функций Мерсенна — Уолша, как и классическая система Уолша, 
является двухуровневой, но отличается от нее меньшим по модулю значением –b. При этом 
она является достаточно близкой аппроксимацией системы Уолша на нечетных порядках. 

Во-вторых, система функций Мерсенна — Уолша отличается от классической меньшим 
на единицу числом порождающих ее элементов столбцов и, соответственно, для вычисления 
она проще классической.  

В-третьих, любой базис отличает предпочтительная область его применения. В составе 
системы функций Мерсенна — Уолша нет константы — функции нулевой частоты. Следова-
тельно, такая система предпочтительнее при построении полосовых фильтров при обработке 
сигналов и изображений [20]. Получить такую систему путем простого удаления каймы мат-
рицы Адамара — Уолша не получится — будет нарушена ортогональность столбцов. 

Модульно двухуровневые структурированные квазиортогональные матрицы. 
Двухуровневая реализация матриц Мерсенна была выбрана по образцу матриц Адамара из 
соображений эффективности выполнения преобразований с ними. 

Квадратичное матричное уравнение (3) изначально предполагает наличие четырех зна-
чений{a, –a, b,–b}, однако их два по модулю. Следовательно, матрица Мерсенна может быть 
представлена как четырехуровневая, оставаясь, однако, модульно двухуровневой. 

О п р е д е л е н и е  3. Портретом модульно двухуровневых матриц будем называть гра-
фическое изображение в виде совокупности полей двух оттенков: поля желтого оттенка соот-
ветствуют положительным значениям элементов a и b, а поля синего оттенка — их отрица-
тельным значениям. 

Требования по дизайну матриц Мерсенна, как и в [7], должны быть выполнены, и коли-
чество отрицательных элементов должно быть на один больше элементов положительных. 
Однако в отличие от двухуровневых матриц Мерсенна, структурированных по Уолшу, мо-
дульно двухуровневые матрицы построчно содержат элементы, соответствующие переключе-
ниям, начиная с высоких частот. Такие матрицы можно получить как результат умножения 
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двухуровневой матрицы Мерсенна — Уолша на матрицу порядка 31 с элементами 1 и –1, 
расположенными в шахматном порядке (рис. 4). 

 
Рис. 4 

На рис. 5 представлены модульно двухуровневые матрицы Мерсенна начальных поряд-
ков 7, 15 и 31, структурированные по Уолшу. 

     
Рис. 5 

Система функций, построенная с помощью модульно двухуровневой матрицы Мерсен-
на — Уолша, имеет вдвое больше уровней, чем система функций, построенная с помощью 
двухуровневой матрицы Мерсенна, структурированной по Уолшу. 

Впервые модульно двухуровневая матрица Мерсенна — Уолша порядка 7 была пред-
ставлена в [20]. В работе [21] впервые были показаны ее преимущества по сравнению с матри-
цей дискретного косинусного преобразования в алгоритме сжатия JPEG, а в работах [6, 22] — 
преимущества при обработке и маскировании изображений. Результатами дальнейших ис-
следований в этой области являются вычисленные аналогичные матрицы порядков 63, 255 и 
выше и преобразования с ними. 

Качество маскирования с использованием матриц, структурированных по Уолшу. 
В защитном маскировании, ориентированном на разрушение изображения на передающей сто-
роне канала связи и восстановлении на приемной, используются структурированные квазиорто-
гональные матрицы [6]. Само преобразование можно представить следующим образом [23]: 

— на передающей стороне осуществляется последовательно преобразование n×n фраг-
ментов изображения, равных маскирующей матрице, в виде 

 Yn
l = Mn

TXn
l Mn; (4) 
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— на приемной стороне — обратное преобразование n×n фрагментов в виде 

 Xn
l= (Mn

T)–1Yn
lMn

–1. (5) 

Здесь Мn — маскирующая матрица, Yn
l — передаваемый в канале маскированный по 

выражению (4) l-й фрагмент изображения. Таким образом, демаскированное изображение яв-
ляется итогом дефрагментации из всех l-х фрагментов принятого изображения вида Xn

l.  
Использование для маскирования ортогональных матриц Mn, для которых Mn

–1 = Mn
Т, 

упрощает обратное преобразование по (5) до вида Xn
l = MnYn

lMn
T. Преобразования по (4) и 

(5) вносят только инструментальную погрешность умножения целочисленных значений на 
вещественные коэффициенты матриц Мn и Mn

T, сводимую в современных вычислителях к 
нулю. Поэтому восстановленное на приемной стороне изображение соответствует исходному. 

При умножении изображения в градациях серого на матрицу Адамара, являющуюся ми-
нимаксной, наблюдается „сглаживающий“ эффект в отношении яркостей пикселов. При дву-
стороннем умножении эффект усиливается. 

Пример. Для сравнения свойств двухуровневых и модульно двухуровневых матриц при 
маскировании изображений используем тестовый пример — изображение Lena.jpg [24], пере-
веденное в 8-битный формат. 

На рис. 6 представлены 8-битное изображение „Лена“ с разрешением 511×511 и гисто-
грамма распределения яркостей его 261 121пиксела.  
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Рис. 6 

На рис. 7 приведены изображения „Лена“, маскированные с использованием модульно 
двухуровневой (а)  и двухуровневой (б) матриц Мерсенна — Уолша порядка 15 и матрицы 
Адамара — Уолша порядка 16 (в), а на рис. 8, а—в — соответствующие им гистограммы яр-
костей пикселов. 
    а)                                                          б)                                                            в) 

     
Рис. 7 
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Рис. 8 

Вычислительный эксперимент с использованием высокоуровневого языка программи-
рования Python показал, что этот результат качественно воспроизводим при маскировании 
более 700 черно-белых изображений из библиотеки фотографий, собранных в сети Интернет 
и приведенных к 8-битному представлению. Как видно из рис. 8, гистограммы значений яр-
костей пикселов при маскировании упорядочиваются. Для модульно двухуровневой матрицы 
Мерсенна — Уолша (рис. 8, а) в гистограмме пик распределения смещен влево. Хотя изобра-
жение разрушено лучше, однако контуры объекта на нем („Лена“) просматриваются и, оче-
видно, для ряда применений такой результат не является удовлетворительным. 

Эксперименты с маскирующими матрицами различных порядков показали, что качество 
разрушения изображения при их увеличении возрастает вне зависимости от количества уров-
ней в матрице Мерсенна — Уолша. В большей степени на качество разрушения изображения 
влияет именно порядок используемой матрицы. 

Так, на рис. 9 приведено изображение „Лена“, маскированное модульно двухуровневой 
матрицей Мерсенна — Уолша порядка 511, с еще более упорядочивающим гистограмму эф-
фектом и качественным сокрытием исходного изображения. 
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Рис. 9 

Как показывает практика, сегодня не существует метрик, способных дать объективную 
характеристику качества разрушения изображения при маскировании. Даже при больших 
значениях среднеквадратической ошибки (СКО) между матрицей исходного и маскированно-
го изображений не учитываются визуально различимые фрагменты, контуры объектов, изме-
нения контраста и другие детали, остающиеся на изображении после маскирования. Приме-
ром могут служить изображения, приведенные на рис. 7. Однако хорошо маскированное изо-
бражение обязательно имеет большое значение СКО. Так, для исходного изображения „Лена“ 
и маскированного модульно двухуровневой матрицей Мерсенна — Уолша порядка 511, при-
веденного на рис. 9, значение СКО равно 2,4×103. 

Заключение. Квазиортогональные матрицы Мерсенна, структурированные по Уолшу, 
имеют два вида: двухуровневые и модульно двухуровневые. Оба варианта матриц обладают 
важными для обработки и преобразования изображений свойствами упорядочения элементов 
в виде системы функций. 

По сравнению с двухуровневыми матрицами Мерсенна — Уолша модульно двухуров-
невые имеют для маскирования лучшие перспективы по качеству разрушения изображения 
при равных порядках. 

Наибольшее влияние на качество разрушения изображения при маскировании имеет 
порядок маскирующей матрицы Мерсенна — Уолша. 
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