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Аннотация. Предложен адаптивный наблюдатель вектора состояния нелинейной нестационарной систе-
мы по измерениям выходной переменной. Задача решена для случая, когда матрица (вектор) управления и не-
линейный компонент уравнения состояния системы содержат неизвестные постоянные параметры. При синтезе 
наблюдателя проводится предварительная параметризация исходной нелинейной системы. Затем полученная 
система приводится к линейной регрессионной модели. На следующем этапе неизвестные постоянные парамет-
ры регрессии оцениваются с помощью метода наименьших квадратов с фактором забывания (forgetting factor). 
Результат предыдущей работы авторов, в которой рассмотрена линейная нестационарная система, содержа-
щая неизвестные параметры в матрице (векторе) управления, расширен на случай, когда уравнение состоя-
ния системы содержит частично неизвестную нелинейность. Работоспособность предложенного алгоритма 
проиллюстрирована математическим моделированием.  
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Abstract. For a nonlinear nonstationary system an adaptive state vector observer using output variable meas-

urement is developed the control matrix (vector) and the nonlinear component of the equation of state of the system con-
tain unknown constant parameters. When synthesizing the observer, a preliminary parametrization of the original nonlin-
ear system is carried out. Then the derived system is reduced to a linear regression model. At the next stage, unknown 
constant regression parameters are estimated using the least squares method with a forgetting factor. The result of the 
previous work by the authors, which considered a linear non-stationary system containing unknown parameters in the 
control matrix (vector), is extended to the case when the equation of state of the system contains a partially unknown 
nonlinearity. The performance of the proposed algorithm is illustrated by mathematical modeling.  
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Введение. Получение информации о состоянии системы является важной задачей при 

управлении динамическими системами. Для этого могут использоваться первичные измери-
тельные преобразователи (датчики). Однако не всегда весь вектор состояния объекта доступен 
прямым измерениям. В случаях, когда невозможно разместить набор средств, достаточный 
для измерения всего вектора состояния, при оценке неизвестных переменных применяются 
наблюдатели. 

Методы синтеза наблюдателей состояния линейных динамических систем с постоян-
ными параметрами известны и достаточно эффективны [1, 2]. Однако интерес исследователей 
к проблеме синтеза наблюдателей для линейных систем не угасает. Об этом свидетельствует 
публикационная активность в изданиях, посвященных проблемам анализа и синтеза систем 
автоматического управления. В частности, в [2] рассмотрен синтез оптимальных эллипсоид-
ных наблюдателей и алгоритмов, которые позволяют обеспечить оптимальные эллипсоидные 
оценки вектора состояния системы и неизвестных параметров.  

Проблема разработки алгоритмов наблюдения переменных состояния нелинейных сис-
тем на данный момент изучена меньше. По этой причине в научном сообществе сохраняется 
интерес к исследованию нелинейных систем [3, 4].  

Важным аспектом задачи построения наблюдателей является тот факт, что объект 
не всегда может быть описан моделью с постоянными параметрами. В некоторых случаях 
параметры системы изменяются со временем под действием внутренних и внешних  
факторов. К таким факторам, например, относятся изменение параметров вследствие ста-
рения элементов системы, воздействие экстремальных температур, изменение массогаба-
ритных параметров в ходе эксплуатации. В связи с этим поведение сложных динамиче-
ских систем может быть описано более точно с помощью математических моделей,  
содержащих нестационарные параметры. По этой причине исследования, посвященные 
проблеме синтеза наблюдателей для нестационарных систем, в настоящее время имеют 
большую актуальность. 

При построении наблюдателей применяются различные подходы. Одним из них являет-
ся сведение исходной модели объекта к линейной регрессионной (см., например, [5, 6]) с 
дальнейшей идентификацией неизвестных параметров модели. 

Алгоритмы оценки вектора состояния нелинейной нестационарной системы могут ис-
пользоваться не только при синтезе законов управления. Они также имеют и самостоятельное 
значение. К примеру, эти алгоритмы могут применяться при разработке средств контроля 
технического состояния [7, 8].  

При решении задач, связанных с синтезом наблюдателей неизвестных переменных 
состояния нестационарных систем, исследователи вводят в отношении матриц описания 
объекта различные допущения и предположения. В качестве примера можно рассмотреть 
работу [9], где предполагается, что матрица состояния задана в канонической форме. 
Кроме того, в статье [10] предполагается, что матрица состояния может быть представле-
на в виде суммы, где одно слагаемое известно, а второе состоит из неизвестных постоян-
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ных параметров. В статье оцениваются неизвестные параметры, а затем на основе полу-
ченных оценок синтезируется наблюдатель неизвестного вектора состояния системы. 

В настоящей работе предложено развитие результатов работы [11], в которой представ-
лен алгоритм оценки вектора состояния линейной нестационарной системы. Рассмотренная 
система содержит неизвестные параметры в матрице состояния и матрице (векторе) управле-
ния. В настоящей работе подход, предложенный в [11], развивается на случай, когда система 
является нелинейной. Предполагается, что нелинейный компонент, содержащийся в уравне-
нии состояния системы, частично неизвестен. 

Постановка задачи. Рассматривается нелинейная нестационарная система с одним 
входом и одним выходом (SISO) вида: 
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,

nt t t t t u t y t t

y t t t

      



x A x kC x b w x x

C x

 
  (1)  

где   nt x   — неизвестный вектор состояния;  u t   — известный входной сигнал; 

 y t   — измеряемый выходной сигнал; матрицы   n nt A  ,  T nt C   являются из-

вестными и ограниченными с нестационарными параметрами; параметры nk   и nb    
постоянны и неизвестны;  ,y tw  — частично неизвестная нелинейная вектор-функция. 

В отношении рассматриваемой системы при решении поставленной задачи были приня-
ты следующие допущения. 

Допущение 1. Нелинейная вектор-функция  ,y tw  может быть представлена в виде: 

     , ,y t f y tw m  

где   f y t  — известная нелинейная функция, а nm   — вектор неизвестных постоянных 

параметров.  
Допущение 2. Предполагается, что траектории входа и состояний ограничены. 

Допущение 3. Пара матриц  tA  и  T tC  обнаруживаема. Это означает, что существует 

матрица обратной связи    tL такая, что автономная система 

          Tt t t t t   x A L C x  

асимптотически устойчива.  

Допущение 4. Автономная система      0t t tx A x , где        T
0 t t t t A A L C , яв-

ляется равномерно устойчивой (uniformly stable), т.е. ее фундаментальная матрица удовлетво-
ряет условию (см. теорему 6.4 [12]): 

  
0 1, τ ,   τ 0t c t   AΦ .  

Введенные допущения являются типовыми (см., например, [12—14]). 
Для системы (1) ставится задача синтеза адаптивного наблюдателя вида: 

         ,  ,  ,t t u t y tχ F χ  
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где   χn
t χ   такое, что все сигналы ограничены. Адаптивный наблюдатель должен обеспе-

чивать сходимость оценок переменных состояния и оценок постоянных неизвестных пара-
метров к реальным значениям: 

        ˆ ˆˆ ,   ,   t t t t  x x k k b b ,  ˆ t m m  

для всех 0
nx  ,   χn

t χ  . 

Основной результат. На первом этапе работы производится параметризация исходной 
системы с целью получения статической линейной регрессионной модели. Таким образом, 
основной задачей становится идентификация неизвестных постоянных параметров линейной 
статической регрессионной модели. В дальнейшем на основе полученных параметров можно 
будет восстановить компоненты вектора состояния. На втором шаге работы оцениваются не-
известные постоянные параметры линейной регрессионной модели. Существует множество 
различных методов решения этой задачи. Выбор метода зависит от условий возбуждения, на-
кладываемых на регрессор (см., например, [6, 15, 16]). 

Теорема 1. Рассмотрим динамическую систему вида 

            0 1,   0 0 ,nt t t t y t   ξ A ξ L ξ   (2) 

          0 ,        0 0 ,n nt t t y t   η A η I η   (3) 

          0 ,          0 0 ,n nt t t u t   ζ A ζ I ζ   (4) 

        0 ,             0 0 ,n nt t f y   ρ A ρ I ρ   (5) 

        0 ,       0 ,n nt t t  Φ A Φ Φ I   (6) 

где матрицы  0 tA  и  tL  удовлетворяют допущениям 3, 4, а I  — единичная матрица соот-

ветствующей размерности. 
Таким образом, исходную динамическую систему (1) можно преобразовать к линейной 

регрессионной модели в новых переменных вида 

     ,z t tΨ Θ   (7) 

где сигнал        Tz t y t t t C ξ  измеряется,  

                 T T T Tt t t t t t t t t   Ψ C Φ C η C ζ C ρ  — вектор известных функций,  

   TT
1 2 3 4 5 6 7 8Θ Θ Θ Θ Θ Θ Θ Θ Θ θ k b m  — вектор неизвестных посто-

янных параметров.  
Доказательство. Рассмотрим уравнение ошибки вида 

            t t t t t t    e ξ η k ζ b ρ m x .  (8) 
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Производная ошибки  te  имеет вид:  

                    0t t t t t t t t t y t       e ξ η k ζ b ρ m x A ξ L      

                  0 0 0t t k y t t t u t t t f y      A η I k A ζ b I b A ρ m I m  

                 T T
0 t t t t t t u t f y     A L C x kC x b m  

                 0 0 0 .t t t t t t t t     A ξ η k ζ b ρ m A x A e  

Решением полученного дифференциального уравнения является функция: 

    t te Φ θ ,  (9) 

где  0θ e  — начальные условия вектора  te . При нулевых начальных условиях динами-

ческой системы (2)—(6):  

     0 0 . e x  

Выполнив подстановку (9) в (8), получим: 

             .t t t t t t    x ξ η k ζ b ρ m Φ θ   (10) 

Преобразуем полученное выражение, умножив обе части равенства (10) на  T tC . По-

лученное уравнение является линейной регрессионной моделью вида (7). 
Для оценки неизвестных параметров линейной регрессии могут быть применены раз-

личные подходы: например, градиентный алгоритм идентификации [17], метод динамическо-
го расширения регрессора и смешивания [15, 16] и др. Стоит отметить, что большинство ме-
тодов может быть применено, только если регрессия удовлетворяет условию неисчезающего 
возбуждения: 

   
0

0

δ
T

2 1 0α τ τ τ α ,  для всех 0
t

t

d t


  I Ψ Ψ I , 

где 1α , 2α  и δ  — положительные константы. 

В настоящей работе для оценки неизвестных параметров линейной регрессионной модели 
(7) выбран метод наименьших квадратов с фактором забывания (forgetting factor) [18, 19]: 

         Tˆ ˆγ t t z t t Θ F Ψ Ψ Θ


, 

 
           

 

Tγ β , если M,

0 если M,

t t t t t t

t

   


F Ψ Ψ F F F
F

F
  

где  
0

1
0

f
F I , где I  — единичная матрица; γ 0 , β 0 , 0 0f  , M 0  — настраиваемые 

параметры, а вектор 
T T

1 2 3 4 5 6 7 8
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ Θ Θ Θ Θ Θ Θ Θ Θ       Θ θ k b m  — оцен-

ка вектора неизвестных параметров Θ . 
Оценив неизвестные постоянные параметры системы, оценку вектора состояния можно 

найти с помощью (10) в виде: 
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            5 71 3

6 82 4

ˆ ˆˆ ˆ Θ ΘΘ Θ
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ˆ ˆˆ ˆ Θ ΘΘ Θ
t t t t t t

      
          

             
x ξ Φ η ζ ρ  

Результаты моделирования. При моделировании алгоритма использовалась система 
(1) со следующими параметрами: 

  2 sin 1

8 cos 0

t
t

t

 
    

A , 
1

2

 
  
 

b ,	
1

3

 
  
 

k ,   1

0
t

 
  
 

C , 

 ,  sin ,y t yw m  

где 
4

4

 
  
 

m . 

Используя вектор   2 sin

1 cos

t
t

t

 
   

L , получим  

 0
0 1

9 0
t

 
   

A . 

Начальные условия вектора состояния при этом: 

   3
0 .
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x  

Для алгоритма оценки были выбраны следующие параметры: α 1000,  12M 10 ,  β 1,  

0 0,1f  . На вход системы был подан синусоидальный сигнал:   sin .u t t  

На рис. 1 приведены переходные процессы оценки неизвестных параметров Θ̂ .  
На рис. 2 представлены переходные процессы для ошибки оценивания по каждому из неиз-

вестных параметров (а — 1 1Θ̂ Θ ; б — 2 2Θ̂ Θ ; в — 3 3Θ̂ Θ ; г — 4 4Θ̂ Θ ; д — 5 5Θ̂ Θ ;  

е — 6 6Θ̂ Θ ; ж — 7 7Θ̂ Θ ; з — 8 8
ˆ Θ Θ ).  
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i 
^ 

 
Рис. 1  

Целью статьи была разработка наблюдателя состояния системы (1), обеспечивающего 
сходимость оценки неизвестных параметров и вектора состояния к реальным значениям, что 
означает сходимость ошибки оценивания к нулю. На представленных графиках видно, что 
ошибки оценивания всех параметров, а также компонентов вектора состояния сходятся к ну-
лю, что полностью соответствует поставленной цели. 
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Рис. 2  

На рис. 3 приведены переходные процессы для ошибки оценки компонентов вектора 
состояния исходной нелинейной нестационарной системы (а — 1 1x̂ x ; б — 2 2x̂ x ).  
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Рис. 3 

Представленные на рисунках результаты моделирования демонстрируют работоспособ-
ность предложенного наблюдателя переменных состояния нелинейной нестационарной сис-
темы (1), содержащей неизвестные постоянные параметры. 

Заключение. В работе предложен адаптивный наблюдатель состояния нелинейной не-
стационарной системы, параметры которой частично неизвестны. Неизвестные постоянные 
параметры содержатся в матрице (векторе) управления, а также в нелинейном компоненте. 
Измеряется только выходная переменная, входной сигнал полагается известным. Работоспо-
собность предложенного алгоритма проиллюстрирована математическим моделированием.  
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