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Аннотация. Представлены результаты численного моделирования динамики функционирования рабоче-
го места поверки средств измерений как нестационарной системы обслуживания с относительными приорите-
тами поступающего потока заявок. Приведены оценки трудоемкости моделирования. Проиллюстрирована 
возможность управления вероятностями состояний системы при пиковых нагрузках за счет управления ин-
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Введение. В настоящее время в исследованиях как отечественных, так и зарубежных 
ученых широко применяются методы математического моделирования. Широко применяют-
ся марковские и полумарковские модели для решения научных задач. Вместе с тем в качестве 
метода математического моделирования набирают популярность нестационарные системы 
обслуживания, позволяющие оценивать эффективность функционирования технических сис-
тем на некотором заранее заданном интервале времени в условиях перегрузок данных систем. 

В работе [1] авторами представлены результаты анализа публикаций, посвященных тео-
ретическим и практическим вопросам теории нестационарных систем обслуживания (НСО). 
Но, несмотря на „широту“ проведенного анализа, публикаций, посвященных применению 
теории НСО, достаточно много. 

Например, в статье [2] представлена нестационарная пуассоновская модель непрерывно 
функционирующей системы обслуживания. Эта модель применима к системам обслуживания 
конвейерного типа непрерывного действия (ациклические системы обслуживания, многофаз-
ные системы обслуживания, древовидные системы). Вычисления характеристик модели ос-
нованы на наблюдениях за работой бассейна в спортивном комплексе. 

В работе [3] предложен вероятностный принцип баланса состояний технической систе-
мы при моделировании нестационарных систем обслуживания, который представлен цикли-
ческим графом. 

Результаты имитационного моделирования НСО торгового предприятия, а также иссле-
дований интенсивности входных и выходных потоков покупателей в НСО предприятия пред-
ставлены в статье [4]. Методы моделирования НСО и их эффективность рассмотрены в [5].  

Исследования [6] направлены на оптимизацию моделей городских водосборов ливне-
вых вод с использованием НСО, чтобы определить параметры, в наибольшей степени 
влияющие на процесс сброса, а также смоделировать возможные реакции системы на силь-
ные штормы. 

В работе [7] предложен подход к анализу зависимости случайных и нестационарных 
систем массового обслуживания от времени. Точность подхода показана для M(t)/M(t)/c(t) 
НСО в зависимости от времени и кусочно-постоянных скоростей поступления заявок. 

Пример моделирования непуассоновских нестационарных точечных процессов для изу-
чения систем массового обслуживания представлен в статье [8]. 

В работе [9] нестационарные и стохастические характеристики процесса спроса отра-
жаются в приближенном распределении фазового типа; также представлены дифференциаль-
ные уравнения, соответствующие марковскому представлению, и алгоритмический подход к 
численному решению нестационарных показателей эффективности. 

Метод аппроксимации с фиксированной точкой для нестационарного анализа очередей 
потерь и сетей очередей потерь с экспоненциальным временем обслуживания представлен в 
статье [10]. 

Строго функциональный закон для многосерверных технических систем как НСО с по-
терями представлен в работе [11]. 

В статье [12] рассмотрена возможность использования вероятностного принципа балан-
са для состояний НСО, а также рекомендовано применять разработанный в [12] метод для 
исследования НСО при произвольных распределениях. 

Работа [13] посвящена вопросам повышения эффективности функционирования техни-
ческих систем различного назначения путем применения математических моделей, методов и 
алгоритмов оптимизации и адаптивного управления НСО. 

Авторами в статье [1] предложена модель рабочего места (РМ) поверки средств измере-
ний (СИ) как НСО с относительными приоритетами поступающего потока заявок. Модель 
основывается на построении многомерного графа и соответствующей системы уравнений 
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Чепмена—Колмогорова, она позволяет выявить основные закономерности и технологические 
параметры функционирования РМ поверки СИ и на качественном уровне объяснить их.  

Целью настоящей работы является исследование динамики поступления и обслужива-
ния заявок на основе применения модели [1] для анализа и оценки возможностей эффектив-
ного функционирования РМ по поверке СИ в условиях реальных рабочих нагрузок. 

Постановка задачи. Как правило, работы на РМ поверки СИ осуществляются на осно-
вании планов (месячных, квартальных, годовых). При этом возникает необходимость выпол-
нения внеплановых работ на РМ поверки СИ — так называемых оперативных заданий, по-
ступающих в случайные моменты времени. Оперативные работы преимущественно выпол-
няются в первую очередь, следовательно, плановые работы на РМ поверки СИ — во вторую.  

При этом оперативные заявки (в настоящей статье в качестве заявок выступают СИ) мо-
гут иметь несколько приоритетов в обслуживании (поверке) по отношению друг к другу и 
плановым заявкам. РМ поверки СИ представим в виде НСО с относительными приоритетами 
(ОП) без потерь обслуживания заявок. 

Поступившие на поверку приоритетные СИ поверяются в порядке приоритета. Предпо-
лагается, что поступление в систему и обслуживание заявок с разными приоритетами проис-
ходит с различной интенсивностью.  

Базовая модель [14—17] не учитывает приоритетные заявки. Для описания модели ис-
пользуется граф треугольной формы, на основании которого строится система уравнений 
Чепмена—Колмогорова. В любой момент времени состояние системы характеризуется парой 
целых чисел  ,i j , где i  — число поступивших на поверку, но еще не поверенных СИ 

( 0,1,...,i N ), а j  — число поступивших и поверенных к данному моменту времени СИ 
( 0,1,..., ( 1)j N  ). Суммарное число вершин графа V  (состояний такой системы) будет равно:  

 
( 1) ( 2)

2

N N
V

  
 . (1) 

Общее число ребер базового графа (количество переходов между состояниями) может 
быть найдено по формуле: 
 ( 1)R N N   . (2) 

В начальный момент времени РМ поверки СИ находится в „нулевом состоянии“ — число 
всех СИ, поступивших на поверку, а также всех поверенных СИ равно нулю. Вероятность нуле-
вого состояния принимается равной единице, а вероятности всех остальных состояний — рав-
ными нулю. После окончания всех поверок на РМ система должна прийти в конечное состоя-
ние 0;i j N   (или кратко (0; N)), и дальнейшие переходы состояний невозможны. 

Модель НСО с ОП. В любой момент времени состояние системы НСО с ОП характе-
ризуется целочисленной матрицей размерности [ 2]P :  
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где 1, 2,...,q Q  — порядковый номер приоритета (плановая заявка имеет приоритет Q, ей 

соответствует последняя строка матрицы), qi  — число поступивших на поверку c приорите-

том q, но еще не поверенных СИ, qj  — число поступивших c приоритетом q и поверенных к 

данному моменту времени СИ ( 1, 2,...,q Q ). В матрице (3) с увеличением номера строки 
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приоритет уменьшается. Будем считать, что плановой заявке соответствует последняя строка 
матрицы (3).  

Общее число вершин графа (состояний) для модели НСО с ОП, учитывающего q пото-
ков СИ с относительными приоритетами в количестве qN , 1, 2,...,q Q  образцов СИ, может 

быть найдено по формуле: 

 
1

1
( 1) ( 2)

2

Q

Q qQ
q

V N N


     . (4) 

Построение множества всех состояний (индексация всех состояний) проводилось с 
применением процедуры лексикографического упорядочивания. Общее число ребер графа 
(переходов между состояниями) для НСО с ОП, которые заносятся в матрицу A смежности 
(переходов состояний), вычисляется по следующему алгоритму: 

1. Граф модели НСО с ОП условно разбивается на 0 0( 1)

2

N N 
 подграфов, причем чис-

ло подграфов равно числу состояний при моделировании потока заявок с номерами 
1,2,..., ( 1)q Q  . В каждом подграфе все индексы с парой номеров ( , )q qi j , 1,2,..., ( 1)q Q   

сохраняются неизменными; вершинами графа являются состоянии с разными значениями 
( , )q qi j . В дальнейшем qi  будем называть первым индексом, а qj  — вторым. 

2. Рассчитывается и прописывается общее число ребер (переходов) для каждого такого 
подграфа по формуле (2). 

3. Рассчитывается общее число переходов между указанными подграфами. При этом 
учитываются следующие переходы состояний: 

— поступление новой заявки с приоритетом 1, 2,...,q Q  (увеличение на единицу пер-
вого индекса без изменения второго индекса); 

— поверки (уменьшение первого индекса на 1 и одновременного увеличение второго 
индекса на 1); 

— переход в конечное состояние (все первые индексы равны нулю, а вторые индексы 
равны предельно возможному значению — все поступившие на поверку СИ поверены). 

Так, например, при N1 = 1, N2 = 1, N3 = 2 число вершин 52V  ; при N1 = 4, N2 = 3, N3 = 2 — 
900V  ; а при N1 = 4, N2 = 4, N3 = 4 — 3375V  . Таким образом, модели для анализа, прогно-

зирования и оценки эффективности РМ поверки СИ в условиях реальных нестационарных 
нагрузок могут включать до нескольких десятков и даже сотен тысяч различных состояний 
(уравнений). Поэтому при практическом использовании моделей применялись описанный 
выше алгоритм формирования множества различных состояний, а также алгоритм формиро-
вания множества переходов между состояниями и метод автоматизированного вывода урав-
нений.  

Отметим, что учет относительных приоритетов в предлагаемой модели осуществляется 
за счет задания строгой и однозначной последовательности переходов, обеспечивающих вы-
полнение в первую очередь заявок с более высоким приоритетом. Из состояния, в котором 
число поступивших на поверку приоритетных, но не поверенных СИ отлично от нуля, воз-
можны только переходы состояний, связанные с обслуживанием исключительно приоритет-
ных заявок на поверку в строгой последовательности в порядке убывания приоритетов. 

Начальные и конечные условия. При исследовании динамики поступления и обслужива-
ния заявок обычно принимают, что в начальный момент времени НСО с ОП по поверке СИ 
находится в „нулевом состоянии“ — число всех СИ, поступивших на поверку, а также всех 
поверенных СИ, равно нулю (в матрице (3) все элементы равны нулю). Вероятность нулевого 
состояния принимается равной единице, а вероятности всех остальных состояний — нулю. 
После окончания всех поверок на РМ система должна перейти в конечное состояние  
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, (5) 

т.е. все поступившие на поверку образцы СИ должны быть поверены. 
Модель НСО с ОП в матричной форме. Модель представим в виде системы линейных 

обыкновенных дифференциальных уравнений с кусочно-постоянными коэффициентами:  

 ( , )
d

dt
 

Q
A Λ Μ Q , (6) 

где 1( ,..., )Q  Λ  — массив значений интенсивности поступления заявок на поверку, 

1( ,..., )Q  Μ  — массив значений интенсивности поверок СИ с разными приоритетами,  

A  — матрица смежности размерности [ ]V V , элементами которой являются кусочно-
постоянные функции. 

Модель управления вероятностями нахождения системы в различных состояниях.  
В силу линейности процесса поступления заявок на поверку и обслуживания заявок предста-
вим систему (6) в виде:  

 ( ) ( )
d

dt
   

Q
С Λ Q D M Q , (7) 

здесь ( )С Λ  и ( )D M  — матрицы, зависящие от интенсивности поступающего и обслуживаю-
щего потока соответственно. Интенсивности поступления заявок на поверку предполагаются 
заданными. Интенсивности обслуживания заявок в модели (7) выбираются в качестве управ-
ляющих функций.  

Моделирование динамики поступления и обслуживания заявок с разными приори-
тетами. Введем обозначения используемых в статье моделей: МБ_4 — базовая модель с об-
служиванием четырех плановых заявок на поверку, М1_2 — модель с обслуживанием одной 
приоритетной и двух плановых заявок, М1_1_2 — модель с обслуживанием двух потоков с 
приоритетными заявками и одного потока с двумя плановыми заявками. Моделирование про-
водилось на заданном отрезке времени в один месяц (30 дней). 

На рис. 1 представлена зависимость вероятности выполнения всех заявок для модели 
M1_2 при разных значениях интенсивности обслуживания заявок.  
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Рис. 1 

Видно, что с увеличением интенсивности обслуживания время перехода в конечное со-
стояние уменьшается. 
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На рис. 2 представлена зависимость вероятности выполнения всех заявок для моделей 
M1_1_2 и МБ_4 (общее число заявок для каждой из моделей — 4). Также представлен уро-
вень доверительной вероятности Р = 0,95, который в практических задачах принимается за 
условия выхода вероятности на максимально достижимое значение.   

 Р, о.е. 

0                            5                     10                     15                      20                     25      t, дней 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 
S_01_01_02 
S_04 
0,95 

 
Рис. 2  

Видно, что для модели M1_1_2 выход на доверительную вероятность осуществляется 
быстрее, что для МБ_4. Отметим также, что на начальных этапах функционирования системы 

вероятность 
0,1

0,1

0,2

P
 
 
 

 обслуживания всех заявок для модели с двумя приоритетами меньше ве-

роятности  0,4P обслуживания всех заявок для базовой модели. 
На рис. 3 представлена зависимость вероятности „невыполнения ни одной заявки“ для 

M1_1_2 при разных значениях интенсивности обслуживания (μ = 0,8 и 2,0) и базовой модели 
МБ_4 при μ = 0,8. Также представлен уровень вероятности Р = 0,05, который в практических 
задачах принимается за условие выхода соответствующих вероятностей на свои конечные 
значения. 

 Р, о.е. 

0                    5               10               15               20              25      t, дней 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 

S_40 БЕЗ ПРИОР 
С ПРИОР 0,8 
0,05 
С ПРИОР 2,0

 
Рис. 3  

Видно, что с увеличением интенсивности обслуживания максимальное значение вероят-
ности снижается, время выхода на уровень Р = 0,05 также уменьшается.  

Исследование пиковых, полупиковых и базовых нагрузок на РМ при постоянных 
значениях интенсивности обслуживания. Пусть график изменения некоторой критической 
точки загруженности РМ вероятности от времени ( )P P t  (например, вероятности возникно-
вения события „не выполнено ни одной заявки“ или „не выполнено более Z заявок“) имеет 

вид, представленный на рис. 4. Назначаются граничные значения п/п.бP , п.п/пP , отделяющие 

диапазоны базовых, полупиковых и пиковых нагрузок на РМ. Значения п/пt , п/пt  (где минус 

означает „до достижения максимальной вероятности“; плюс — „после достижения“) опреде-
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ляются из решения уравнения: п/п.б ( )P P t , причем п/п п/пt t  . Значения пt
 , пt

  определяются 

из решения уравнения: п.п/п ( )P Р t , причем п пt t  . 

 Р(t) 

Рmax 

п.п/пP  

п/п.бP  

0 
п/пt                пt

                     пt
                      п/пt          t 

Пиковая
нагрузка 

Базовая
нагрузка 
на РМ

Полупиковая
нагрузка 

 
Рис. 4 

Отметим, что разработанная модель позволяет управлять пиковыми нагрузками на РМ 
по поверке СИ (нагрузками, находящимися в зоне пиковых, в том числе с максимальным зна-

чением вероятности maxP ), моментами времени перехода с базовых полупиковых и пиковых 

значений: пt
 , пt

 , п/пt , п/пt , а также интервалами п п[ ; ]t t  , п/п п[ ; ]t t  , п п/п[ ; ]t t   времени нахожде-

ния в зоне пиковых и полупиковых значений, разностью значений пикового п п пt t     и 

полупикового п/п п/п п/пt t     интервалов. Результаты моделирования (при п/п.б 0,1P  , 

п.п/п 0,2P  ) загруженности РМ при обслуживании потока заявок с двумя видами приорите-

тов для разных значений интенсивности обслуживания μ представлены в таблице. 

Результаты моделирования загруженности РМ 

μ 
п/пt  п/пt  пt

  пt
  maxP  п/п  п  

0,4 0,716 6,562 1,257 4,522 0,289 5,846 3,265 
0,6 0,765 4,483 1,672 2,524 0,208 3,718 0,852 
0,8 0,831 3,321 — — 0,159 2,490 — 
1,0 0,930 2,502 — — 0,128 1,572 — 
1,2 1,14 1,770 — — 0,105 0,63 — 
1,4 — — — — 0,088 — — 

Видно, что с увеличением интенсивности обслуживания μ разности значений пикового 
Δп и полупикового Δп/п интервалов уменьшаются, максимальное значение вероятности также 
уменьшается, а при достаточно больших значениях μ загруженность РМ находится в зоне ба-
зовых значений. 

Отметим также, что с увеличением μ вход в зону пиковых (полупиковых) нагрузок осу-
ществляется позже по времени, а выход — раньше.  

Моделирование процесса управления пиковыми нагрузками с помощью кусочно-
линейных управляющих функций. Во всех рассмотренных выше примерах предполагалось, что 
интенсивность обслуживания принимает постоянное значение на всем заданном интервале 
времени. Отметим, что поддержание интенсивности обслуживания постоянной на протяже-
нии всего заданного интервала не всегда целесообразно. Покажем, что за счет увеличения ин-
тенсивности обслуживания только на участках полупиковых и пиковых нагрузок возможно 
уменьшить максимальные значения вероятности не обслуженных заявок.  
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Опишем результаты моделирования в случае, если интенсивность обслуживания рас-
сматривать как кусочно-постоянную функцию на заданном интервале времени с двумя участ-
ками постоянства.  

На рис. 5 для модели М1_2 проиллюстрирована возможность управления вероятностью 

достижения состояния  1,0

2,0
P  за счет увеличения интенсивности обслуживания в два раза на 

отрезке времени 0 2t  , на который попадают пиковые нагрузки на РМ, по сравнению со 
стандартным постоянным значением μ = 0,7 на всем заданном отрезке времени. 

 

0,12 

0,1 

0,08 

0,06 

0,04 

0,02 

 1,0

2,0
P , о.е. 

0                        5                10                 15     t, дней 

=const 

 — кусочно-постоянная функция

 
Рис. 5  

Видно, что максимальное значение вероятности  1,0

2,0
P  удается понизить примерно на 

30 %. Отметим, что график зависимости  1,0

2,0
P  от времени уже не является гладкой функци-

ей: виден излом при 2t   (в момент времени, когда интенсивность обслуживания скачкооб-
разно изменяется от μ = 1,4 до стандартного 0,7. Таким образом, возможно „эффективное 
управление“ вероятностями состояний системы за счет краткосрочного увеличения интен-
сивности обслуживания на интервалах пиковых нагрузок.  

Моделирование процесса функционирования РМ в штатном режиме (при ненулевых на-
чальных условиях). Во всех рассмотренных выше случаях с целью выявления общих законо-
мерностей изменения вероятностей состояний за начальное условие принималось „нулевое 
состояние“: вероятность нулевого состояния принималась равной единице, а вероятности ос-
тальных состояний принимались равными нулю. Как показали расчеты, при таких условиях 
система достаточно быстро переходит в свободное состояние и остается недозагруженной.  

В действительности в штатном режиме функционирования РМ „нулевое состояние“ 
достигается только на момент начала эксплуатации РМ после приемки в эксплуатацию, после 
ремонта или после технического обслуживания. Для моделирования процесса функциониро-
вания РМ в штатном режиме в качестве начальных условий для системы (7) выберем средние 
значения вероятностей нахождения в каждом ее состоянии. Усреднение производится на ос-
нове многократного интегрирования (7), начиная с разных моментов времени на заданном 
отрезке времени с нулевым условием.   

Пусть найденное таким образом среднее состояние системы достигается в начале каж-
дой календарной недели на заданном отрезке времени, равном одному месяцу, при относи-
тельно равномерной загрузке РМ. Тогда зависимость вероятности невыполнения (ожидания 

выполнения) приоритетной заявки (      1,0 1,0 1,0

2,0 1,1 0,2qP P P P   ) при 0,65   μ = 0,7 имеет вид, 

изображенный на рис. 6.  
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Рис. 6  

Если предположить, что среднее состояние системы реализуется через каждые три дня, 
то график будет иметь вид, приведенный на рис. 7.  
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Рис. 7  

Видно, что с увеличением частоты задания усредненного значения „загрузка РМ“ ста-
новится более равномерной на заданном отрезке времени. 

Из рис. 6 и 7 видно, что функция Pq по своему характеру напоминает периодическую. 
При этом выхода функции вероятности Pq в 5 %-ную область конечного значения, равного 
нулю, не происходит по причине периодического поступления новых заявок.   

Оценка трудоемкости моделирования. Представленные в статье модели НСО с ОП 
являются достаточно ресурсоемкими. Зависимость времени счета от размерности задачи изо-
бражена на рис. 8 синей кривой. Расчеты проводились в среде MatLab с использованием ре-
шателя ode45 на заданном отрезке времени, равном одному месяцу, на компьютере с характе-
ристиками: 32bit SP1 Intel Core i5-2410M CPU 2.300GHz, 3,0GB RAM. 

 tрас, мин 

5 1,97266 10y n    

5000 

4000 

3000 

2000 

1000 

0              2000    4000   6000     8000   10000     N  
Рис. 8  

По оценкам [17], время расчета моделей нестационарных систем обслуживания возрас-
тает экспоненциально при увеличении размерности задачи (при увеличении порядка N  сис-
темы дифференциальных уравнений). 

Однако расчеты показали, что для рассматриваемой в настоящей работе модели НСО с 
ОП время расчета увеличивается как степенная функция. Красной штриховой линией показана 
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степенная зависимость 5 1,97266 10t n   , наилучшим образом аппроксимирующая изменение 
времени расчета от размерности модели. Найденная зависимость позволяет прогнозировать 
время расчета, необходимое для моделирования систем большой размерности, например, 
перспективных НСО с ОП. 

Выявленный факт, видимо, объясняется тем, что матрица системы уравнений сильно 
разрежена. Ненулевые элементы матрицы располагаются в некоторой окрестности главной 
диагонали. Отметим также, что в работе [17] предложен экономичный метод решения анало-
гичных систем дифференциальных уравнений, также имеющий степенную зависимость. 

Заключение. В работе представлены результаты численного моделирования динамики 
функционирования рабочего места поверки средств измерений как нестационарных систем 
обслуживания с относительными приоритетами поступающего потока заявок на поверку. 
Приведены оценки трудоемкости моделирования. Проиллюстрирована возможность управле-
ния вероятностями состояний системы при пиковых нагрузках за счет регулирования интен-
сивности на значимых отрезках времени. Такая возможность может быть использована для 
рационального перераспределения производственных мощностей метрологических подразде-
лений на заданном отрезке времени при формировании календарного плана работы метроло-
гических подразделений. Возможность управления интенсивностью поверок может быть ис-
пользована для обеспечения тех или иных технических и технологических требований к ра-
бочему месту поверки средства измерения. 

Представленную модель возможно применять для обоснования технических требований 
при проектировании перспективных рабочих мест, которые предполагается использовать в 
условиях изменяющейся рабочей нагрузки на определенном интервале времени. 
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