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Аннотация. Представлены наборы векторов индексов децимации IS = (id1, id2, …, idn), на основе которых 
формируются множества пятеричных голд-подобных последовательностей в конечных полях GF(5S) (S = 3, 4, 5, 6) 
на основе М-последовательностей с проверочными полиномами hМП(x) для периодов N = 5S – 1 < 20 000. Набо-
ры включают как известные индексы децимации, полученные в работах Трахтенберга, Хеллесета, Кумара и 
удовлетворяющие условию НОД(idi, 5

S – 1) = 1 (НОД — наибольший общий делитель), так и вновь полученные 
индексы, позволяющие формировать множества пятеричных голд-подобных последовательностей объема 
VS = N + 1 с низким уровнем значений периодической взаимно корреляционной и автокорреляционной функ-
ций. Для рассмотренных значений S приведены граничные оценки максимального значения модуля корреляци-
онной функции |Rmax|.  
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Abstract. Sets of vectors of decimation indices IS = (id1, id2, …, idn) for the formation of sets of five-fold Gold-type 
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Одним из направлений повышения защищенности систем передачи цифровой информа-
ции (СПЦИ) по каналам спутниковой связи от преднамеренных помех является применение 
фазоманипулированных сигналов с расширенным спектром (СРС), формируемых на  
основе псевдослучайных последовательностей (ПСП) [1, 2]. В настоящее время в основном 
используются двоичные ПСП, в качестве которых выступают как непосредственно  
М-последовательности (МП), так и производные последовательности, формируемые на их 
основе путем децимации символов МП, например, последовательности Голда, Касами или 
Гордона—Миллса—Велча [3—6].  

Переход от двоичных к недвоичным фазоманипулированным СРС на основе пятерич-
ных голд-подобных последовательностей (ГПП) позволяет увеличить число множеств сигна-
лов с эквивалентными корреляционными свойствами при сопоставимых периодах, что обес-
печивает повышение структурной скрытности передаваемых сигналов в СПЦИ.  

Основными характеристиками множеств синтезируемых ПСП являются максимальное 
значение модуля периодической взаимно корреляционной функции (ПВКФ) |Rmax| и объем 
множества VS. При синтезе множеств ПСП стремятся к снижению |Rmax| и увеличению VS.  

Разработке алгоритмов формирования множеств двоичных и недвоичных последова-
тельностей с хорошими автокорреляционными и взаимно корреляционными свойствами по-
священо большое число публикаций [6—14]. В [6] показано, что множества двоичных после-
довательностей Голда образуются на основе предпочтительных пар МП, имеющих трехуров-
невую ПВКФ при нечетных значениях S и четных S = 2mod4, а также четырехуровневую 
ПВКФ — при четных значениях S = 0 mod4. 

При формировании множеств недвоичных последовательностей с низким уровнем взаим-
ной корреляции также используются предпочтительные пары недвоичных МП. При этом 
число уровней ПВКФ может увеличиваться. В [7—9] для полей GF(pS) при нечетных значе-
ниях S получены индексы децимации недвоичных МП, на основе которых определяются 
предпочтительные пары МП при формировании множеств ГПП. В работах [10—14] проана-
лизирована взаимная корреляция р-ичных МП с последовательностями, полученными путем 
их децимации. 

Целью настоящей статьи является определение в полях GF(5S) при S = 3, 4, 5, 6 векторов 
индексов децимации IS = (id1, id2, …, idn), на основе которых формируются множества ГПП с 
низким уровнем взаимной корреляции. 

Для нечетных значений S максимальное значение модуля корреляционной функции 
удовлетворяет граничной оценке, полученной в [7]: 

 |Rmax| = 1 + p(S+1)/2. (1) 

Для четных значений S получены граничные оценки модуля ПВКФ множеств ГПП:  

 |Rmax| = –1 + k5S/2, k = 2, 3, 4, 5. (2) 

Пятеричные МП с периодом N = 5S – 1 формируются над конечными полями GF(5S). 
Символы di (i = 0, …, N – 1) МП в каноническом виде определяются выражением [2, 6, 13]: 

 1tr (α )i
i Sd  , (3) 

где trS1() — функция следа примитивного элемента  из поля GF(5S) в поле GF(5). 
При исследовании корреляционных свойств СРС наибольшее распространение получи-

ли периодические автокорреляционные функции (ПАКФ) и ПВКФ при циклическом сдвиге 
сигналов. Известно, что корреляционные свойства СРС полностью определяются корреляци-
онными свойствами ПСП [2—6]. 

Форма представления элементов последовательностей Al определяет вид пространства, 
в котором вычисляется корреляционная функция, и способ нахождения расстояния между 
сигнальными точками, т.е. метрику пространства. 
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Если элемент al i = exp(j2i/3) (i = 0, 1, 2, 3, 4) последовательности Al принадлежит пяте-
ричному комплекснозначному алфавиту, то используется метрика в евклидовом пространст-
ве. При этом для вычисления ПАКФ и ПВКФ последовательностей Al и Ak с периодом N 
справедливы следующие выражения [1, 2, 5, 6]: 

 
1

*
,

0
τ( )τ

N

ll lt l t
t

R a a





  ;  

 
1

*
,

0
τ( )τ

N

lk lt k t
t

R a a





  , (4) 

где τ
*
,l ta   — комплексно сопряженный элемент;  — циклический сдвиг, принимающий дис-

кретные значения; сдвиг (l + ) вычисляется по mod N. 
Если элемент aj i принадлежит простому полю GF(p) = (0, 1, ..., p – 1), то используется 

метрика Хемминга при p = 2 или метрика Ли при p > 2. При этом расстояния между элемен-
тами i и j в метрике Хемминга и метрике Ли определяются выражениями 

 Xм ( , ) ( ) mod 2 ;d i j i j i j     (5) 

 Ли
| |,    если | | / 2,

( , )
| |,  если | | / 2.

i j i j p
d i j

p i j i j p

  
     

 (6) 

Можно дать следующую интерпретацию расстоянию Ли между двумя элементами. Если 
p элементов равномерно расположить на окружности в порядке возрастания их номеров от 0 
до p – 1, то расстояние Ли определяется числом участков окружности при движении от одно-
го элемента к другому по кратчайшей дуге. 

При формировании пятеричных множеств ГПП целесообразно использовать представ-
ление элементов в конечных полях. При вычислении корреляционных функций ПСП и соот-
ветственно СРС используется метрика в евклидовом пространстве. 

Рассмотрим формирование ГПП для нечетных значений S = 3, 5.  
Пятеричные последовательности для S = 3 с периодом N = 53 – 1 = 124 формируются в 

конечном поле GF(53) с примитивным полиномом f(x) = h1(x) = x3 + 3x + 2. В поле GF(53) 
имеется двадцать примитивных полиномов с индексами децимации idj (j = 1, 2, …, 20) 
символов базисной МП, формируемой на основе h1(x): 1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19, 21, 23, 33, 37, 
39, 43, 47, 49, 63, 69, 73, 99. 

Индексы децимации соответствуют нижним индексам в полиномах hi(x) и являются 
минимальными показателями степени корней данных полиномов. Все МП в поле GF(53) 
могут быть получены путем децимации символов базисной МП по данным индексам. 
Например, МП, образованная из базисной МП по индексу децимации id7 = 17, имеет 
проверочный полином h17(x) = x3 + 4x + 2. 

Примитивные полиномы в поле GF(53) приведены в табл. 1 в виде коэффициентов при 
переменной х для соответствующих индексов децимации. Например, полином h17(x) = x3 + 4x 
+ 2 записывается как 1042. 

Таблица 1  
Примитивные полиномы в поле GF(53) с f(x) = x3+3x+2 

idj fj idj fj idj fj idj fj idj fj 
1 1032 11 1323 21 1242 39 1203 63 1033 
3 1143 13 1442 23 1043 43 1343 69 1412 
7 1113 17 1042 33 1312 47 1223 73 1222 
9 1302 19 1213 37 1102 49 1322 99 1403 

Множество пятеричных ГПП формируется на основе предпочтительных пар (ПП) МП 
[6]. Для определения ПП МП с периодом N = 124 проанализированы взаимно 
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корреляционные свойства МП с проверочным полиномом h1(x) = x3+3x+2 и остальных 
девятнадцати МП. Условию (1) удовлетворяют две МП с индексами id1 = 13, id2 = 21 и 
проверочными полиномами h13(x) = x3 + 4x2 + 4x + 2, h21(x) = x3 + 2x2 + 4x + 2, обладающие 
трехуровневой ПВКФ: 
 R(τ) = (–26, –1, 24). (7) 

Таким образом, для полинома h1(x) имеются две ПП ПМ: h1(x)—h13(x) и h1(x)—h21(x). На 
основании ПП МП формируются множества пятеричных ГПП, проверочные полиномы кото-
рых hГПП(x) равны произведению проверочных полиномов ПП МП. Например, 
hГПП1(x) = h1(x)h13(x), hГПП2(x) = h1(x)h21(x) [14]. 

С целью формирования проверочного полинома ГПП для произвольного примитивного 
полинома необходимо индексы множителей полинома hГПП1(x) или hГПП2(x) умножить на ин-
декс произвольного по mod N. Например, для h73(x) проверочные полиномы ГПП равны 
hГПП3(x) = h73(x)h33(x), hГПП4(x) = h73(x)h9(x). На рис. 1 показан график ГПП с полиномом 
hГПП4(x) = h73(x) h9(x). 

 
Рис. 1 

Таким образом, при S = 3 вектор индексов децимации для формирования множеств пя-
теричных ГПП имеет вид 
 IS = I3 = (13, 21), (8) 
что соответствует результатам, полученным в [7, 8]. 

Для каждого примитивного полинома поля GF(53) можно сформировать по два 
множества с трехуровневой ПВКФ. Всего можно синтезировать MS = M3 = 40 множеств ГПП 
с объемом, аналогичным случаям p = 2 и 3 [6]: 
 VS = V3 = N + 2 = 126. (9) 

Синтез множеств пятеричных ГПП может быть выполнен как аппаратным, так и про-
граммным способом. 

Аппаратная реализация устройства формирования пятеричных ГПП представляет собой 
совокупность двух регистров сдвига с линейной обратной связью, сумматоры и умножители 
по mod 5 в цепи обратной связи которых расставляются в соответствии с коэффициентами 
примитивных полиномов. На рис. 2 показана схема устройства формирования множества 
ГПП с проверочным полиномом hГПП4(x) = h73(x)ꞏh9(x). 

Первый регистр формируется в соответствии с полиномом h73(x) = x3 + 2x2 + 2x + 2, а 
второй — в соответствии с h9(x) = x3 + 3x2 + 2. Ячейки (Я) регистра сдвига представляют со-
бой устройства, которые могут находиться в пяти состояниях и строиться с помощью трех 
триггеров. В первом регистре выставляется фиксированное ненулевое начальное состояние, 
во втором для получения всех последовательностей множества ГПП поочередно выставляют-
ся все возможные начальные состояния. На схеме в качестве начальных состояний регистров 
используются первые три символа канонической формы записи МП с полиномами h73(x) и 
h9(x) на основе символов di базисной МП вида (3) с полиномом h1(x). Коэффициенты умно-
жения в умножителях по mod 5 равны обратным по сложению коэффициентам hi примитив-
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ных полиномов. Символы с выходов регистров поступают на сумматор по mod 5, являющий-
ся выходом устройства. 

 
Рис. 2 

Для программной реализации процедуры формирования множества ГПП требуется 
знать символы di базисной МП в соответствии с (3) и индексы децимации idj вида (8) соответ-
ствующих множителей проверочного полинома hГПП(x).  

Например, произвольная j-я последовательность (j = 0, …, 123) из множества ГПП объе-
мом V3 = N + 2 = 126 с hГПП(x) = h73(x)ꞏh9(x) формируется из символов di базисной МП в соот-
ветствии с выражением 
 dГППi = (d73i mod124 + d9(i+j)mod124) mod 5, i = 0, …, 123. (10) 

Первое слагаемое в (10) отвечает за формирование МП с фиксированным начальным 
состоянием и индексом децимации id = 73, второе — за формирование МП с произвольным 
сдвигом j и индексом id = 9. В множество ГПП непосредственно входят МП с полиномами 
h73(x) и h9(x). 

Пятеричные последовательности множества ГПП для S = 5 с периодом N = 55 – 1 = 3124 
формируются в конечном поле GF(55) с примитивным полиномом f(x) = h1(x) = x5 + 4x + 2.  
В поле GF(53) имеется двести восемьдесят примитивных полиномов с индексами децимации 
idj (j = 1, 2,…, 280) символов базисной МП, формируемой на основе h1(x): 1, 3, 7, 9, 13, 17, 19, 
21, 23, 27, …, 1739, 1743, 1823, 1843, 1849, 1869, 1873, 2349, 2369, 2499 (приведено по десять 
первых и последних индексов). 

Примитивные полиномы в поле GF(55) для перечисленных выше индексов децимации 
приведены в табл. 2. 

Таблица 2  
Примитивные полиномы в поле GF(55) с f(x) = x5+4x+2 

idj fj idj fj idj fj idj fj idj fj 
1  13 113412 23 130313 1823 110333 1873 123402 
3 100143 17 142022 27 103233 1843 131243 2349 102202 
7 102413 19 122333 1739 141023 1849 140102 2369 102302 
9 133032 21 120242 1743 112433 1869 114102 2499 120003 

На основе анализа взаимно корреляционных свойств МП были получены как известные 
индексы децимации id1 = 13, id2 = 21, id3 = 149, id4 = 313 [7, 8], так и новые id5 = 481, id6 = 521, 
на основе которых формируются ПП МП и соответственно множества ГПП с периодом 
N = 3124. 

Общий вектор индексов децимации имеет вид 

 I5 = (13, 21, 149, 313, 481, 521). (11) 

–h1=3 –h2=3 –h0=3 

h73(х) 
mod 5 mod 5 

Я1 Я0Я2 

ГПП 
mod 5 

–h0=3 

Я0Я1Я2 
h9(х) 

d22=0 d73=3 d0=3 

d36=0 d27=2 d18=4 
–h2=2 
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Все ПП МП, а также последовательности множества ГПП обладают ПВКФ, которая 
принимает три значения: 
 R(τ) = [–126, –1, 124]. (12) 

На рис. 3 показан фрагмент ПВКФ длиной 150 символов множества ГПП с 
hГПП(x) = h1(x) h521(x). 

 
Рис. 3  

Всего можно сформировать M5 = 1120 множеств ГПП с периодом N = 3124, каждое из 
которых включает 3124 последовательности с hГПП(x) и две „чистых“ МП: 

 V5 = N + 2 = 3126. (13) 

В общем случае выражения (7), (12) для ПВКФ и выражения (9), (13) для объема мно-
жеств ГПП при нечетных значениях S = 3, 5 имеют вид 

 ( 1)/2 ( 1)/2
ГПП (τ) [( 5 1); 1; (5 1)],S SR        (14) 

 VS = 5S+1 = N + 2. (15) 

Максимальное значение ПВКФ в (12) удовлетворяет условию (1). 
Рассмотрим процедуру формирования множеств ГПП для четных значений S = 4, 6. 
Множества пятеричных ГПП для S = 4 с периодом N = 54 – 1 = 624 формируются в 

конечном поле GF(54) с примитивным полиномом f(x) = h1(x) = x4 + x2 + 2x + 2. В поле GF(54) 
имеется 48 примитивных полиномов с индексами децимации idj, 18 из которых приведены в 
табл. 3. 

  Таблица 3  
Примитивные полиномы в поле GF(54) с f(x) = x4 + x2 + 2x + 2 

Анализ взаимно корреляционных свойств МП при S = 4 показал, что ПВКФ ПП МП, а 
также множеств ГПП является четырехуровневой и достигается при двух индексах децима-
ции id1 = 49, id2 = 217: 

 R(τ) = [–26, –1, 24, 49]. (16) 

На рис. 4 показан фрагмент ПВКФ длиной 125 символов множества ГПП с периодом 
N = 624 и полиномом hГПП(x) = h1(x) h49(x). 

 
 

idj fj idj fj idj fj idj fj idj fj idj fj 
1 10122 17 11212 29 13302 239 11113 323 10133 373 120022 
7 11013 19 13023 31 12203 313 10132 343 13203 469 10442 

11 10123 23 13043 37 11202 319 14043 349 14202 499 11303 

R 

 

100 

50 

0 

–50 

–100 

–150  0              20            40             60            80            100           120          140 
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Рис. 4  

Всего можно сформировать М4 = 96 множеств ГПП с периодом N = 624 объемом 

 V4 = N + 2 = 626. (17) 

Множества пятеричных ГПП для S = 6 с периодом N = 56 – 1 = 15 624 формируются в 
конечном поле GF(56) с примитивным полиномом f(x) = h1(x) = x6 + x2 + 2x + 2. В поле GF(56) 
имеется 720 примитивных полиномов с индексами децимации idj, 12 из которых приведены в 
табл. 4. 

   Таблица 4  
Примитивные полиномы в поле GF(56) с f(x) = x6 + x2 + 2x + 2 

Анализ взаимно корреляционных свойств МП при S = 6 показал, что существует два ти-
па ПП МП. Первый тип обладает трехуровневой ПВКФ, которая формируется при двух ин-
дексах децимации id1 = 313, id2 = 601: 
 R1(τ) = [–1 – 5S/2+1, –1, –1 + 5S/2+1] = [–626, –1, 624]. (18) 

Максимальное значение модуля ПВКФ удовлетворяет граничной оценке (2) при k = 5: 
 |Rmax|1 = 1+pS/2+1 = 626. (19) 

Формируемые при этом множества будем обозначать ГПП1. 
Второй тип обладает шестиуровневой ПВКФ, которая формируется при четырех индек-

сах децимации id3 = 253, id4 = 373, id5 = 397, id6 = 4093: 
 R2(τ)  = [–1 – 5S/2, –1, –1 + 5S/2, –1 + 25S/2, –1 + 35S/2, –1 + 45S/2] =  
 = [–126, –1, 124, 249, 374, 499]. (20) 

Формируемые при этом множества обозначаются ГПП2, максимальное значение модуля 
ПВКФ соответствует оценке (2) при k = 4:  
 |Rmax|2 = –1 + 45S/2 = 499. (21) 

На рис. 5 показан фрагмент шестиуровневой ПВКФ длиной 125 символов множества 
ГПП2 с периодом N = 15 624 и полиномом hГПП2(x) = h1(x) h397(x). 

 
Рис. 5 

idj fj idj fj idj fj idj fj idj fj idj fj 
1 1000122 13 1143012 19 1010343 9343 1440203 11719 1000113 11869 1223202 

11 1113023 17 1241342 23 1314323 9349 1012422 11849 1043132 12499 1130003 
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Всего можно сформировать М6,1 = 1440 множеств ГПП1 и М6,2 = 2880 множеств ГПП2 с 
периодом N = 16 624 и объемом 
 V6 = N + 2 = 16 626. (22) 

Основные корреляционные и мощностные характеристики множеств ГПП приведены в 
табл. 5. 

Таблица 5 
Характеристики пятеричных множеств ГПП 

S N 
Индексы децимации 

|Rmax| |Rmax|/N Значения ПВКФ VS MS известные новые 
3 124 13, 21  26 0,21 –26, –1, 24 126 40 
4 624  49, 217 49 0,08 –26, –1, 24, 49 96 626 
5 3124 13, 21, 149, 313 481, 521 126 0,04 –126, –1, 124 1120 3126 
6 15624  313, 601 626 0,04 –626, –1, 624 15626 1440 

6 15624  
253, 373, 397, 

4093 
499 0,03 

–126, –1, 124, 249, 
374, 499 

15626 2880 

Таким образом, в статье получены векторы индексов децимации IS = (id1, id2, …, idn), на 
основе которых формируются множества пятеричных ГПП в конечных полях GF(5S) для пе-
риодов N = 5S – 1 < 20 000. Для нечетных значений S = 3, 5 ПВКФ множеств ГПП удовлетво-
ряет граничной оценке |Rmax| = 1+p(S+1)/2, полученной в [7, 8]. Для значения S = 4 граничная 
оценка четырехуровневой ПВКФ равна |Rmax| = –1+2pS/2. Для S = 6 существуют две граничные 
оценки: |Rmax|1 = – 1 + pS/2+1 для трехуровневой ПВКФ и |Rmax|2 = –1 + 4pS/2 — для шестиуров-
невой ПВКФ. 

Полученные множества ГПП могут быть использованы в СПЦИ в режиме кодового 
многостанционного доступа при формировании пятеричных фазоманипулированных сигна-
лов с расширенным спектром, а также для синтеза производных систем сигналов, допускаю-
щих аналитическое представление в конечных полях.  
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