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Аннотация. Рассматривается задача синтеза наблюдателя вектора переменных состояния для класса ли-
нейных нестационарных систем с произвольной относительной степенью r в условиях внешних мультигармони-
ческих возмущений. Входной сигнал предполагается неизвестным. На первом этапе решения задачи синтезиру-
ется наблюдатель вектора переменных состояния по измерениям выходной переменной. Для его реализации 
требуется измерение r-й производной выходного сигнала. Для преодоления данного ограничения вводится 
вспомогательный наблюдатель, обеспечивающий оценку начальной ошибки наблюдения с использованием ме-
тода динамического расширения регрессора с конечным временем сходимости. На основе полученной оценки 
выполняется восстановление сигналов, требуемых для построения наблюдателя по выходу в виде авторегресион-
ной модели. Предложенный алгоритм обеспечивает оценку вектора состояния объекта по выходу за конечное 
время. Приведено строгое математическое доказательство полученных результатов. Представлены результаты 
компьютерного моделирования в программной среде MatLab Simulink, демонстрирующие эффективность и ра-
ботоспособность предложенного подхода. Разработанный алгоритм может быть применен в различных техни-
ческих системах для создания виртуальных датчиков и решения задач диагностирования.  
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Abstract. The problem of synthesizing an observer of a vector of state variables for a class of linear nonstationary 
systems with an arbitrary relative degree r under conditions of external multi-harmonic disturbances is considered. The 
input signal is assumed to be unknown. At the first stage of solving the problem, an observer of the vector of state va-
riables is synthesized from the measurements of the output variable. To implement it, it is necessary to measure the r-th 
derivative of the output signal. To overcome this limitation, an auxiliary observer is introduced, which provides an esti-
mate of the initial observation error using the method of dynamic expansion of the regressor with a finite convergence 
time. Based on the obtained estimate, the reconstruction of the signals required to construct an output observer in the 
form of an autoregressive model is carried out. The proposed algorithm provides an estimate of the state vector of an 
object based on output in a finite time. A rigorous mathematical proof of the obtained solution is given. The results of 
computer simulation in the MatLab Simulink software environment are presented, demonstrating the effectiveness and 
efficiency of the proposed approach. The developed algorithm can be used in various technical systems to create virtual 
sensors and solve diagnostic problems.  
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Введение. Построение наблюдателей вектора переменных состояния — одна из фунда-

ментальных задач в теории управления. Данной тематике посвящено большое количество ис-
следований, что обусловлено технологическими ограничениями при измерении переменных 
физических величин на практике (см., например [1—3]). Кроме того, значительное количест-
во реальных систем имеют нестационарные параметры, что не позволяет использовать из-
вестные классические подходы [4]. 

Наряду с этим наличие внешних факторов, таких как возмущения в канале управления и 
шумы измерений, приводит к отклонению измеряемых сигналов от реальных значений, что, в 
свою очередь, приводит к возникновению ошибок оценивания переменных вектора состоя-
ния. Синтез наблюдателей для нестационарных систем при неизвестных возмущениях в ка-
нале управления — достаточно сложная задача, одним из распространенных подходов к ре-
шению которой является сведение исходной модели объекта к линейной регрессии [5, 6]. При 
таком решении матрица системы предполагается заданной в канонической форме [7] или мо-
жет быть переписана как сумма некоторой известной и неизвестной постоянной матриц [8]. 
Преимущество такого подхода заключается в возможности идентификации неизвестных па-
раметров системы или внешних возмущений независимо от алгоритма управления. Это по-
зволяет комбинировать различные алгоритмы идентификации, управления и компенсации 
возмущений. Недостатком данного метода, препятствующего его применению, является не-
обходимость незатухающего возбуждения регрессора. Другой подход основан на использова-
нии наблюдателя по выходу (Unknown Input Observer — UIO) [9—11]. При этом внешние 
возмущения и нестационарные компоненты рассматриваются как неизвестный входной сиг-
нал, воздействующий на систему. Однако, как правило, построение таких наблюдателей воз-
можно только для линейных систем, относительная степень которых равна единице [12, 13]. 

Построение наблюдателей состояния по выходу для объектов с большей относительной 
степенью требует введения существенных ограничений, например измерения производных 
выходного сигнала системы [14—16]. 

В настоящей статье предложен новый подход, объединяющий идеи двух 
вышеупомянутых методов, что позволяет синтезировать наблюдатель вектора состояния по 
выходу для класса нестационарных систем с произвольной относительной степенью.  

Постановка задачи. Рассмотрим класс линейных одноканальных, подверженных влия-
нию возмущающих воздействий объектов управления вида 
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где   nt x   — неизмеримый вектор состояния;      Tu t t t θ x   — неизвестный вход-

ной сигнал, зависящий от вектора состояния;   nt θ   — вектор нестационарных парамет-

ров;  y t — измеряемый выходной сигнал объекта управления;  f t   — неизмеримое 

мультигармоническое возмущение; , ,A B C — известные постоянные матрицы соответствую-
щих размерностей; объект управления имеет относительную степень, равную r n , что озна-

чает 2 0r CB CA B . 
Введем следующие допущения. 
Д о п у щ е н и е  1. Количество гармоник в сигнале возмущения известно. 
Д о п у щ е н и е  2. Пары известных постоянных матриц  ,A B  и  ,A C  соответственно 

управляемы и наблюдаемы. 
Д о п у щ е н и е  3. Нестационарный параметр  tθ  является выходом линейного генера-

тора: 

       ;  ,t t t t θ Hξ ξ Γξ  

где   mt ξ   — вектор состояния генератора с неизвестными начальными условиями  0ξ , 

постоянные матрицы H  и Γ  известны. 
Цель работы заключается в построении наблюдателя вектора переменных состояния 

объекта (1), обеспечивающего выполнение следующих равенств: 

       ˆˆ 0, 0, 0,t t f t f t t      x x  

где  ˆ tx  — оценка вектора состояния,  f̂ t  — оценка возмущения,   — положительное 

число. 
Построение наблюдателя по выходу. Рассмотрим систему (1) с относительной 

степенью r n . Построим для нее наблюдатель состояния по выходу вида 

          ˆ ˆ ,rt t t y t  x Mx LCx G   (2) 

где матрицы M , L , G  обеспечивают выполнение следующих условий: 

 1 0,r B GCA B  (3) 

 .r M A GCA  (4) 

Введем ошибку наблюдения      ˆt t t x x x . Продифференцировав  tx  с учетом (1) 

и (2), получим ее динамическую модель: 

               ˆ rt t u t f t t t y t        x Ax B Mx LCx G   

   1ˆ .r ru f u f       Ax B Mx LCx GCA x GCA B  

Так как в (4) r M A GCA , то 

  1ˆ .r u f     x Mx Mx LCx B GCA B   

Обозначив  F M LC , получим 

   1 .rF u f   x x B GCA B   (5) 

Подставим выражения (3) в (5): 
    .t tx Fx   (6) 
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Очевидно, что если матрица F  гурвицева, то  tx  экспоненциально сходится к нулю.  

С другой стороны, для построения наблюдателя (2) требуется решить систему уравнений (3), 
(4). Данная система уравнений разрешима, если выполняется следующее условие: 

 1rank  rank .r CA B B  

Доказательство приведено в работе [17].  
Для уменьшения времени сходимости применим другой поход, использующий метод 

динамического расширения регрессора с конечным временем сходимости (FT DREM) [18]. 
Введем следующие вспомогательные переменные: 

 1
1 ˆ ,ry  z x G  

      1
1 1ˆ ˆ ,r r ry y y y y       z Mx LCx L G G F z G L  

 2
2 1 ,ry  z z FG  

       1 1 2
2 1 2 , r r ry y y y y        z F z G L FG F z FG L  

  
1

1 ,r
r r y

 z z F G  

  1 .r
r r y Ly  z F z F G  (7) 

Оценка вектора состояния примет вид 

    1 11
1ˆ .r rr

ry y y      x z G z F G G  (8) 

Решая (6) с учетом (7), (8), получаем 

    11[  ] 0 ,rr t
r y y e     Fx z F G G x  (9) 

где  0x  — начальная ошибка наблюдения. 

Умножив уравнение (9) на матрицу C , получим 
   11( ) 0 .rr t

ry y y e     FC z F G G C x  

Применив фильтр  1r  -го порядка 
1

1
1

1( )

r

rp





 

, где 
d

p
dt

  — оператор 

дифференцирования, получим следующее выражение: 

  1 1 1,Tq t  m k  (10) 

где  

    
1

111
1 1

1

 
( )

r
rr

rr
q t y y y

p





         

C z F G G , 
1

1
1 1

1( )

r
T t

r
e

p




     

Fm C ,  1 0k x . 

Уравнение (10) имеет вид линейной регрессии. Используем метод FT DREM для 
определения значения  0x  [18]. После расширения системы (10) на 1n   уравнений путем 

применения к сигналам различных линейных фильтров первого порядка получим систему 
из n скалярных уравнений 

   1 1 1.t tq m k  
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Умножив уравнение на союзную матрицу   1аdj tm , получим, что каждый элемент 

вектора 1k  может быть определен с применением градиентного спуска: 

    1 1 1 1 1 1
ˆ ˆ ,i i i ik t t k      


 (11) 

где     1 1Δ dett t m ,     1 1 1adji t t  m q , или его финитной модификации для обеспече-

ния сходимости за конечное время: 

  
 

     *
1 1 1

1ˆ ˆ ˆ 0 ,
1

c
i i i ic

i

k t k t t k
t
     

 (12) 

где  

   
   

1 1 1
1

1 1 1

;

;

, если

, если
i i ic

i
i i i

t
t

t t

        
 

 1 0,1 ,i   

       2
1 1 1 1 1 1, 0 1, 0.i i i i it t t          

На основе полученных уравнений сформулируем следующее утверждение. 
Утверждение 1. Пусть производные выходного сигнала доступны для измерения и сиг-

нал  1 2t L , тогда наблюдатель (2) с алгоритмом адаптации (10)—(12) обеспечивает оцен-

ку вектора состояния  tx  за конечное время. 

Синтез вспомогательного наблюдателя. Предложенный наблюдатель обеспечивает 
оценку вектора состояния при условии измерения производных выходного сигнала. Подста-
вив выражение для оценки  tx  в (1), с учетом допущения 3 получим 

    11 1r rr r
r ry y y y         z F G G A z F G G   

      11( ) 0 ,rr T t
r y y e f t    ΓB z F G G H ξ B  (13) 

где      0t
r rt t e  Fz z x ,    0tt e Γθ H ξ . 

В уравнении (13) присутствуют производные выходного сигнала, неизвестное внешнее 
возмущение и начальные условия  0ξ . Для решения проблемы, связанной неизмеримостью 

производных сигнала  y t , применим линейные фильтры r-го порядка и лемму о переста-

новках [19], что позволит исключить члены, содержащие  0ξ . Для упрощения дальнейшего 

изложения рассмотрим случай, когда относительная степень равна двум, а возмущение пред-
ставлено синусоидой. При этом уравнение (13) примет вид 

   2 2 2( ) 0 .T ty y y y y y e f        Γz FG G A z FG G B z FG G H ξ B     

Применим фильтр 
2
2

2
2( )p




 и лемму о перестановках [19]: 

 2

2

0T ty e
p

     
ΓB G H ξ  

       2 2

2 2 2

1
0 0T t T tp p

e y e y
p p p

                

Γ ΓB G H ξ G HΓ ξ  

       *2 2
1

2 2 2

1
0 0 .T t T tp p

y e y e S
p p p

                

Γ ΓB G H B G HΓ ξ B ξ  
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Перепишем данное уравнение в следующей форме: 

         * *2
2 0 1

2

0 ,q t S t S t f t
p

         
B ξ B  

где  

     
2
2

2 2 22
2( )

q t y y y y
p

         
z FG G A z FG G   , 

   
2

* 2
0 22

2( )

T tS t y e
p

   
  

Γz FG H ,    
2
2

2
2( )

f t f t
p


    

. 

Таким образом, путем применения фильтра к (13) после ряда преобразований получаем 
следующее выражение для системы с произвольной относительной степенью: 

            
1

0 1 11
0 ,

( ) ( )

r r

r rr r
q t S t S t S t f t

p p





  
               

B ξ B  (14) 

где 

       11 1

( )

r
r rr r

r r rr
q t y y y y

p

             
z F G G A z F G G   ,  

 * 1
0 ( )

( )

r
r T t

rr
S t y e

p
     

Γz F G H ,    
( )

r

r
f t f t

p


    

. 

Полученное уравнение в упрощенном виде выглядит следующим образом: 

        0 .r rq t S t f t B ξ B  (15) 

Далее, используя свойства синусоидального сигнала 

   2 2p f t f t  , 

где   — частота, перепишем уравнение (15):  

            2 20 0 .r r r rp q t S t q t S t         B ξ B ξ  (16) 

Для получения линейной регрессии из уравнения (16) потребуется только его первая 
строка. Умножим (16) на матрицу-строку B , такую что BB 1. Затем применим фильтр вто-

рого порядка 
2

2( )
r

rp




, где 0r  , и сгруппируем неизвестные члены для получения регрес-

сионного уравнения следующего вида: 

  * ,T
r r rq t  m k  (17) 

где 

   
2 2

*
2( )

r
r r

r

p
q t q t

p


    

B ,      
2 2 2 2

2 2 2
, 

( ) ( ) ( )
T r r r
r r r r

r r r

p
S t q t S t

p p p

                     
m ,  

   2 20 , , 0r
    k ξ ξ . 

На основе (17) могут быть сформированы оценки начальных условий вектора нестацио-

нарных параметров  ˆ 0ξ  и частоты возмущения ̂ . Переходные процессы оценивания могут 

иметь как асимптотический характер сходимости (метод градиентного спуска [20]), так и 
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сходимость за конечное время (метод FT DREM) [18]). Аналогично утверждению 1, предла-
гается использовать метод FT DREM.  

После расширения регрессии получим линейное уравнение вида 

    .r r rt tq m k  

Умножим уравнение на союзную матрицу   аdj r tm . Тогда каждый элемент вектора 

rk  определяется следующим образом: 

    ˆ ˆ ;ri ri r ri r rik t t k      


 (18) 

  
 

     * 1ˆ ˆ ˆ 0 ,
1

c
ri ri ri ric

ri

k t k t t k
t
     

 (19) 

где     detr rt t  m ;     adjri r rt t  m q ;  c
ri t  определяется через функцию 

   
   
, ;

;

 если

, если
ri ri ric

ri
ri ri ri

t
t

t t

        
 

 0,1ri  , 

       2 , 0 1, 0.ri ri r ri ri rit t t          

Сформулируем следующее утверждение. 
Утверждение 2. Пусть объект управления, описываемый уравнением (1), удовлетворяет 

допущениям 1—3, вектор состояния  tx  восстанавливается согласно утверждению 1 и сиг-

нал   2r t L . Тогда алгоритм (17)—(19) обеспечивает оценку начальных условий вектора 

нестационарных параметров  0ξ  и частоты внешнего возмущения за конечное время. 

Из уравнения (15) с учетом утверждения 2 получаем  

            1 20 sin cos ,T
r rf t q t S t a t a t      B ξ φ a  (20) 

где    sin ;cost t    φ ,  1 2a aa . 

Утверждение 2 обеспечивает оценку  f t  и  . Тогда линейное регрессионное уравне-

ние (20) может быть решено с помощью метода FT DREM для определения амплитуды воз-
мущения. Аналогично адаптивному алгоритму (10)—(12) или (17)—(19) амплитуда определя-
ется следующим образом:  

    ˆ ˆ ,i ai a ai a ia t t a      
  (21) 

  
 

     * 1
ˆ ˆ ˆ 0 .

1
c

i ai ai aic
ai

a t a t t a
t
     

 (22) 

С другой стороны, с учетом найденного в (21), (22) значения амплитуды вместе с (14) 
очевидно, что внешнее возмущение  f t  может быть восстановлено следующим образом: 

    ( )
.

r

r

p
f t f t

     
 (23) 

Отметим, что при известных параметрах  f t  его производные могут быть вычислены 

в силу гармонической природы сигнала. После определения всех нестационарных параметров 
и внешних возмущений несложно построить наблюдатель состояния для системы (1). Задача 
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может быть решена с использованием любого классического подхода, например с помощью 
наблюдателя Люенбергера. Для повышения эффективности и скорости сходимости наблюда-
теля состояния предлагается использовать подход, описанный в утверждении 1. 

Математическое моделирование. Для демонстрации работоспособности и 
эффективности предложенного подхода рассмотрим объект управления второго порядка с 
относительной степенью 2r  :  

         
   

;

,

Tt t t t f t

y t t

      
 

x Ax B θ x

Cx


 

где 
0 1

2 0

 
   

A , 
0

1

 
  
 

B ,  2 0C ,   1
0

1 

 
  
 

x ,   5sinf t t , параметр   1

2

T t
 

   
θ  гене-

рируется выходом линейного генератора с матрицами 
1 0

0 1

 
  
 

H , 0mΓ ,   0
0

1

 
   

ξ ;  

поскольку параметр 1  умножается на  y t , будем полагать, что значение 1 0   известно.  

Построим наблюдатель вида (2) с матрицами  
1

( ) ( )T T
   G B CAB CAB CAB , n T I GCA , M TA , 

 place( , , 0,5, 0,3 )T T T  L M C ,  F M LC  

при начальных условиях наблюдателя  2
3

0
3

 
  
 

z . 

Фильтры выберем следующим образом:  

1 2

1 2

10

10
a r

a rp p p p p

  
   

        
. 

Матрицу B  зададим как  1 1 . 

Параметры адаптивного алгоритма FT DREM выбраны следующим образом: 
6

1 2γ 10i i ai ri       , 1 2 0,98i i ai ri        . 

На рис. 1—3 показаны переходные процессы моделирования алгоритмов (10)—(12), 

(17)—(20) и (21)—(23): рис. 1, а, б — оценка вектора начальной ошибки наблюдения  ˆ 0x  и 

оценка ошибки вектора состояния  0x ; рис. 2, а, б — оценка вектора начальных условий ге-

нератора возмущения  ˆ 0ξ  и оценка частоты внешнего возмущения  ˆ t ;  

рис. 3, а, б — оценка внешнего возмущения  f̂ t  и ошибка оценки внешнего возмущения 

     ˆf t f t f t  .  
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Рис. 2 

 
Рис. 3 

Заключение. Рассмотрена задача синтеза наблюдателя по выходу для класса линейных 
нестационарных систем с внешним мультигармоническим возмущением. Преимуществом 
предложенного метода является возможность решения задачи наблюдения вектора состояния 
по выходу для объектов с произвольной относительной степенью. Представленный подход 
также обеспечивает идентификацию нестационарных параметров и возмущения. Работоспо-
собность рассмотренного подхода подтверждается результатами компьютерного моделиро-
вания. В дальнейшем представленное решение может быть расширено на класс объектов с 
нелинейностями или нестационарными параметрами, генератор которых неизвестен.  
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