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Аннотация. Представлена полная модель движения квадрокоптера вдоль гладкой пространственной траектории. 
На основе модели предложен робастный алгоритм управления квадрокоптером по измерениям линейных координат 
и угла рысканья. С использованием дополнительных интеграторов получен динамический алгоритм управления 
с упрощенной методикой настройки регулятора.
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Введение. Траекторное управление можно разделить на два вида — следящее и согла-
сованное [1]. В первом случае задается желаемое значение регулируемых переменных (поло-
жение и ориентация) в каждый момент времени, а ошибка регулирования представляет собой 
рассогласование между желаемым и текущим значениями выходных переменных объекта [2–4]. 
Такой подход подразумевает преодоление кратчайшего расстояния между текущим положением 
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и заданным и не предполагает наличия подвижных препятствий на пути движения. Если же 
кратчайший путь проходит через стены, препятствия, запрещенные зоны, и при этом на объект 
действуют неизмеряемые возмущения, то задача точного планирования геометрического места 
объекта в пространстве становится несостоятельной. В этом случае целесообразно использовать 
метод согласованного управления, где задана траектория движения и скорость движения вдоль 
этой кривой. Тогда ошибка регулирования — это кратчайшее расстояние от текущего положения 
робота до желаемой траектории, а также рассогласование по линейной скорости и ориентации 
[5–7]. В этом случае предпочтение отдается минимальному отклонению от траектории, которая 
имеет большое число поворотов с обходом препятствий.

В настоящей статье решена задача согласованного управления движением квадрокоптера 
вдоль гладкой пространственной траектории по измерениям линейных координат и угла рыска-
ния [2–4]. Динамическая модель движения такого объекта в пространстве является нелинейной, 
а модель отклонений робота от заданной траектории сложнее из-за возникающей голономной 
связи между всеми регулируемыми переменными [1, 5–7]. Задача управления таким многомер-
ным объектом осложняется тем, что относительная степень по каждому каналу управления не 
одинакова, а декомпозиция модели на однородные подсистемы, как в случае с динамическим 
позиционированием в точке [2–4], не представляется возможной. 

В [2, 3] используется неполная модель движения, которая не учитывает динамику угла 
рыскания. Кроме того, предложенные алгоритмы следящего управления предполагают неоче-
видную методику настройки, при которой значения параметров регулятора должны быть вы-
браны исходя из соблюдения условий, связанных с доказательством утверждений. В [4] учтены 
выявленные недостатки, в результате чего получена полная модель движения квадрокоптера 
для задачи динамического позиционирования в точке; на основе этой модели синтезирован ди-
намический алгоритм следящего управления с упрощенной методикой настройки регулятора, 
но предполагается измерение вектора состояния.

Алгоритм согласованного управления движением вдоль гладкой траектории в терминах 
геометрического подхода, как и в [2–4], представлен в [7], но для движения мобильного робота 
на плоскости. В настоящей статье с использованием подходов, изложенных в [4, 7], решена 
задача синтеза закона управления движением квадрокоптера вдоль пространственной кривой 
по измерениям выходных регулируемых переменных.

Постановка задачи. Рассмотрим декартову систему координат OXYZ и робот типа квадро-
коптер с линейными координатами P = col(x, y, z) и ориентацией (угол рыскания, тангаж, крен) 
Θ = col(φ, θ, ψ), движущийся в пространстве вдоль гладкой траектории S (рис. 1). 

Кривая S может быть задана в виде системы уравнений вида
xS = ηx(s);
yS = ηy(s);
zS = ηz(s),

 (1)

параметризованной как геометрическое место точек, 
соответствующих путевой координате s. Другим 
способом задания кривой может быть пересечение 
двух гладких поверхностей, т. е. в виде системы двух 
уравнений

η1(xS, yS, zS) = 0,
η2(xS, yS, zS) = 0.  (2)

Замечание 1. Следует отметить, что существует 
бесконечное множество пар функций η1 и η2, пере-
сечение которых соответствует пространственной 
кривой. Рис. 1
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Модель движения в пространстве без учета сил трения имеет следующий вид [4]:

 
ẋ
ẏ
ż

 = 
vx
vy
vz

, 
vx

vy

vz

 = 
cφsθcψ + sφsψ

sφsθcψ – cφsψ

cθcψ

 (u1 + ɡ) – 
0
0
ɡ

 ; (3)

 
φ#

θ#

ψ#

 = 
u2

u3

u4

, 

u1

u2

u3

u4

 = M 

 1 1 1 1
 1 –1 1 –1
 –1 –1 1 1
 –1 1 1 –1

 

F1

F2

F3

F4

 – 

ɡ
0
0
0

 , (4)

где (x, y, z) и (φ, θ, ψ) — линейные и угловые координаты робота в пространстве;  

M = diag� , , ,  — массoгабаритные параметры; F = col(F1, F2, F3, F4) — силы, развива-

емые пропеллерами; U = col(u1, u2, u3, u4) — вспомогательные переменные или виртуальные 
управления, и введены обозначения c(·) = cos(·) и s(·) = sin(·) .

Требуется разработать закон управления F, обеспечивающий движение робота вдоль кри-
вой S с заданной скоростью V*, ориентацией Θ*(s) и отклонением:

 lim
t → ∞

(ṡ – V*) ≤ Ṽmax,  lim
t → ∞

(Θ(t) – Θ*(s)) ≤ Θmax,  dist
t → ∞

(P, S) ≤ emax, (5)

где выполняются условия Ṽmax > 0, Θmax > 0, emax > 0.
Динамическая модель отклонения робота от траектории. Отклонение робота от про-

странственной траектории определим с помощью трех линейных и одной угловой координат:

 s = Σ(P), e1 = E1(P), e2 = E2(P), δφ = φ – φ*(s), δθ = θ, δψ = ψ, (6)

где функция Σ(P) определяет ближайшую к роботу точку на кривой S; линейные функции E1(P) 
и E2(P) определяют расстояние от робота до двух плоскостей E1(P) = 0 и E2(P) = 0, пересечение 
которых соответствует вектору заданной скорости V* вдоль касательной к кривой S (рис. 2, а, 
плоскость E1 проходит через вектор V* параллельно оси OZ, плоскость E2 проходит через век-
тор V* перпендикулярно E1); заданный угол рыскания φ*(s) связан с направлением вектора VXY* ,  
являющегося проекцией вектора V* на плоскость OXY и определяющего заданную скорость 
в горизонтальной плоскости (рис. 2, б). Заданный тангаж θ*(s) и крен ψ*(s) примем равными  
нулю для всех s.

Замечание 2. В особом случае, когда вектор V* параллелен оси OZ, заданный угол рыска-
ния φ*(s) необходимо доопределить разработчику.

Рис. 2
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Запишем кинематические соотношения между регулируемыми переменными s, e1, e2 и 
координатами робота x, y, z. Для этого необходимо выполнить три однородных преобразования: 
одно линейное и два поворотных: 

 
s
e1

e2

 = RY,β
T RZ,α

T  
x – xs
y – ys
z – zs

 = 
 cβ 0 sβ

 0 1 0
 –sβ 0 cβ

 
 cα sα 0
 –sα cα 0
 0 0 1

 
x – xs
y – ys
z – zs

, (7)

где первое преобразование соответствует параллельному переносу системы координат с нача-
лом в точке xs, ys, zs (ближайшая точка кривой к роботу), далее поворот вокруг оси Z на угол 
α = φ*(s) (угол между плоскостями E1 и OXZ с учетом замечания 2) и поворот вокруг оси Y на 
угол β (угол между плоскостями E2 и OXY). 

Дифференцируя (7), получаем динамическую модель для линейных координат:

 
ṡ
ė1

ė2

 = 
 cαcβ sαcβ sβ

 –sα cα 0
 –cαsβ –sαsβ cβ

 
vx
vy
vz

 , 
vx

vy

vz

 = 
cφsθcψ + sφsψ

sφsθcψ – cφsψ

cθcψ

 (u1 + ɡ) – 
0
0
ɡ

 . (8)

Для угловых отклонений запишем упрощенную модель:

 
δφ
δθ
δψ

 = 
φ – εṡ

θ
ψ

 , 
φ#

θ#

ψ#

 = 
u2

u3

u4

 , (9)

где ε =  — кривизна проекции кривой S на плоскость OXY [5]. 

Модель движения в нормальной форме.
Утверждение 1. Пусть 

 u1 = satlgu1,

где satlg(·) — гладкая функция насыщения с уровнем lg для любого l ∈ (0, 1), а переменные u1 
и u2 — выходы двух интеграторов с входами v1 и v2:

 u1 = ρ1, ρ1 = v1, u2 = ρ2, ρ2 = v2, (10)

при этом переменная u1 удовлетворяет двойному неравенству

 –lg ≤ u1 ≤ lg. (11) 

Тогда модель (8), (9) может быть представлена в нормальной форме:

 ξi = ξi+1, i = 1, 2, 3,
 ξ4 = q(ξ) + Wb(ξ, φ)U, (12)

где ξ = col(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) ∈ R16 — расширенный вектор переменных состояния; W — неособая 
4 × 4-матрица, зависящая от направления и кривизны траектории; q(ξ, φ) и b(ξ, φ) — функ-
ции соответствующих размерностей; ξ1 = col(s, e1, e2, δφ) — регулируемые переменные, 
 U = col(v1, v2, v3, v4) — управляющие входы.

Доказательство. Дифференцируя выход ξ1 последовательно 4 раза, получаем соответ-
ствующее преобразование координат для ξ2, ξ3, ξ4:
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 ξ2 = ξ1 = W(α, β) 

vx
vy
vz
φ

 , W(α, β) = 

 cαcβ sαcβ sβ 0
 –sα cα 0 0
 –cαsβ –sαsβ cβ 0
 –εcαcβ –εsαcβ –εsβ 1

 . (13)

Заметим, что определитель матрицы W(α, β) равен единице для всех значений углов α и β. 
Выражение для обратной матрицы имеет вид

 W–1(α, β) = 

 cαcβ –sα –cαsβ 0
 sαcβ cα –sαsβ 0
 sβ 0 cβ 0
 ε 0 0 1

 . (14)

Далее определим ξ3:

 ξ3 = ξ2 = W 

vx
vy
vz
φ

 + W 

(cφsθcψ + sφsψ)(u1 + ɡ)
(sφsθcψ – cφsψ)(u1 + ɡ)

cθcψ(u1 + ɡ) – ɡ
u2

 = q1(ξ) + b1(ξ, φ) 

u1

u2

ς3

ς4

 ; (15)

 q1(ξ) = Wξ2 + ɡT(cθcψ – 1), b1(ξ, φ) = W 

0 0
0 0

0 0
0 0

cθcψ 0
 0 1

 cφ –sφ

 sφ cφ
d

 ;

 W = WW–1, T = W 

0
0
1
0

 , ς3 = sθcψ, ς4 = –sψ, d = u1 + ɡ.

Отметим, что соотношение (15) является обратимым. Действительно, в силу допущения 
(11) функция d, зависящая от u1, строго отделена от нуля, следовательно, справедливо соотно-
шение

 

u1

u2

ς3

ς4

 = 

0 0
0 0

0 0
0 0

 cφ sφ

 –sφ cφ

 (cθcψ)–1 0
 0 1

d–1
 W–1(ξ3 – q1(ξ2, θ, ψ)), (16)

где видно, что u1 = u1(ξ2, ξ3, θ, ψ); отдельно рассматривая третью и четвертую строки матрич-
ного равенства (16) с учетом соотношений ς3 = sθcψ, ς4 = –sψ, можно найти выражения для 
θ = θ(ξ2, ξ3, φ) и ψ = ψ(ξ2, ξ3, φ), откуда следует существование функций u1,2 = u1,2(ξ2, ξ3, φ), 
ς3,4 = ς3,4(ξ2, ξ3, φ).

Непосредственное вычисление дает

 

u1

u2

ς3

ς4

 = 

0 0
0 0

0 0
0 0

 cφ sφ

 –sφ cφ

 cθ
–1cψ

–1 0
 0 1

d–1
 W–1(ξ3 – Wξ2) – ɡ 

1
0
0
0

 (1 – cθ
–1cψ

–1);
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 u1 = cθ
–1cψ

–1 

0
0
1
0

 

T

W–1(ξ3 – Wξ2) – ɡ(1 – cθ
–1cψ

–1) = 

 = cθ
–1cψ

–1   

sβ

0
cβ

0

 

T

ξ3 + 

cβ

0
–sβ

0

 

T

ξ2  – ɡ + ɡcθ
–1cψ

–1 = u1(ξ2, ξ3, θ, ψ);

 ς3

ς4
 = sθcψ

–sψ
 = (u1 + ɡ)–1  cφ sφ

 –sφ cφ
 Q1

TW–1(ξ3 – Wξ2) =

 = cθcψ   

sβ

0
cβ

0

 

T

ξ3 + 

cβ

0
–sβ

0

 

T

ξ2 + ɡ

–1

 cφ sφ

 –sφ cφ
 Q1

TW–1(ξ3 – Wξ2),

откуда имеем

 tg θ
–tg ψcθ

–1    

sβ

0
cβ

0

 

T

ξ3 + 

cβ

0
–sβ

0

 

T

ξ2 + ɡ

–1

 cφ sφ

 –sφ cφ
 Q1

TW–1(ξ3 – Wξ2) = τ3(ξ2, ξ3, φ)

и в итоге

 θ = arctg� 1
0

 
T
 τ3� = θ(ξ2, ξ3, φ), 

 ψ = arctg�– 0
1

 
T
 τ3cos�arctg  1

0
 
T
 τ3��� = ψ(ξ2, ξ3, φ).

На следующем шаге определим ξ4:

 ξ4 = ξ3 = q1(ξ) + b1(ξ, φ) 

u1

u2

ς3

ς4

 + b1(ξ, φ) 

ρ1

ρ2

ς3

ς4

  (17)

и вычислим ξ4:

 ξ4 = q#1(ξ) + b#1(ξ, φ) 

u1

u2

ς3

ς4

 + 2b1(ξ, φ) 

ρ1

ρ2

ς3

ς4

 + b1(ξ, φ) 

v1

v2

ς#3

ς#4

 . (18)

Выполняя дифференцирование всех членов в (18), можно получить выражение (12), где

 q(ξ, φ) = f1(ξ) + f2(ξ) 

u1

u2

ς3

ς4

 + 2b1(ξ, φ) 

ρ1

ρ2

ς3

ς4

 + b1(ξ, φ) 

0
0

–sθcψ(θ2 + ψ2) – 2cθsψθψ
sψψ2

 ;
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 b(ξ, φ) = 

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
0 1

 cφ sφ

 sφ –cφ
d

 + b(ξ);

 b(ξ) = 
 b11(ξ) b12(ξ)
 b21(ξ) b22(ξ)

 , b11(ξ) = 0 0
0 0

 , b22(ξ) = –ɡ   sθcψ cθsψ

 0 0
 ;

 b12(ξ) = d   cφ sφ

 sφ –cφ
   cθcψ– 1 sθsψ

 0 cψ– 1
 +  ς3

2 cθsψς3

 0 0
 ;

 b21(ξ) =  cθcψ– 1 0
 0 1

 +  cφ –sφ

 sφ cφ
   u1 –du2

 u2 du1
 ,

а функции f1(ξ), f2(ξ) и b1(ξ) представлены далее (см. след. раздел). Заметим, что q(0, φ) = 0 и  
b (0, φ) = 0, а матрица b(0, φ) обратима в любой момент времени.

Дополнительные вычисления. Для упрощения расчетов приведем вспомогательные 
вычисления:

 q1(ξ) = Wξ2 + Wξ3 + ɡT(cθcψ– 1) – ɡT  sθcψ

cθsψ
 
T
  θ

ψ
 ;

 q#1(ξ) = f1(ξ) – ɡT  sθcψ

cθsψ
 
T
 

u3

u4
 ;

 f1(ξ) = Wξ2 + 2Wξ3 + Wξ4 + ɡT(cθcψ– 1) – 2ɡT  sθcψ

cθsψ
 
T
  θ

ψ
 – ɡT(cθcψθ2 – sθsψθψ + сθcψθψ2);

 b1(ξ) = W �Q2
T 

 cθsψ 0
 0 1

 Q1 + Q1
T   cφ –sφ

 sφ cφ
 Q2d� ;

 b1(ξ, φ) = W �Q2
T 

 cθsψ 0
 0 1

 Q1 + Q1
T   cφ –sφ

 sφ cφ
 Q2d� + 

 + WQ1
T   cφ –sφ

 sφ cφ
 Q2ρ1 – WQ1

T   sφ cφ

 –cφ sφ
 Q2dφ – WQ2

T  1 0
0 0

 Q1  sθcψ

cθsψ

T
  θ

ψ
 ;

 b#1(ξ) = f2(ξ) + WQ1
T   cφ –sφ

 sφ cφ
   v1 –dv2

dv2 v1
 Q2 – WQ2

T  1 0
0 0

 Q1  sθcψ

cθsψ

T
 

u3

u4
 ;

 f2(ξ) = W �Q2
T 

 cθsψ 0
 0 1

 Q1 + Q1
T   cφ –sφ

 sφ cφ
 Q2d� + 

 + WQ1
T   cφ –sφ

 sφ cφ
 Q2ρ1 – WQ1

T   sφ cφ

 –cφ sφ
 Q2dφ – WQ2

T  1 0
0 0

 Q1  sθcψ

cθsψ

T
  θ

ψ
 – 

 – 2WQ1
T   sφ cφ

 –cφ sφ
 Q2ρ1φ – WQ2

T  1 0
0 0

 Q1 (cθcψθ2 – 2sθsψθψ + сθcψθψ2);

 ς3

ς4
 = sθcψ

–sψ
 ,  ς3

ς4
 =  cθcψ –sθsψ

 0 –cψ
  θ

ψ
 ;
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 ς#3

ς#4
 = –sθcψ(θ 2 + ψ2) – 2cθsψθψ

sψψ2
 +  cθcψ –sθsψ

 0 –cψ
 

u3

u4
 ,

 Q1 = I2

0
, Q2 = 0

I2
, I2 = 1 0

0 1
 .

Синтез робастного закона управления по выходу. Для синтеза закона управления, обе-
спечивающего все три цели (5), необходимо указать заданное значение для выходной перемен-
ной. Пусть ξ1* = col(V*t, 0, 0,0) и ξ2* = col(V*, 0, 0,0). Введем замену переменных:

 ξ1 = ξ1 – ξ1*, ξ2 = ξ2 – ξ2*, ξ3 = ξ3, ξ4 = ξ4. (19)

Дифференцируя ξ1, получаем модель вида

 ξ1 = ξ2, ξ2 = ξ3, ξ3 = ξ4, ξ4 = q(ξ, φ, V*) + b(ξ, φ)U,

где q(ξ, φ, V*) = q(col(ξ1 + ξ1*, ξ2 + ξ2*, ξ3, ξ4)) = q(ξ, φ) + Δ(W, V*)) а член Δ(W, V*) пренебрежимо 
мал при ограниченной кривизне заданной траектории.

Утверждение 2. Закон управления вида

 

F1

F2

F3

F4

 =  

1 1 –1 –1
1 –1 –1 1
1 1 1 1
1 –1 1 –1

 M–1 

u1 + ɡ
u2

u3

u4

 ,  u#1

u#2
 = 

v1

v2
, 

v1

v2

u3

u4

 = U; (20)

 U = b(ξ, φ)–1[–q(ξ, φ, V*) – γ1ξ1 – γ2ξ2 – γ3ξ3 – γ4ξ4], (21)

где параметры γ1, γ2, γ3, γ4 > 0 соответствуют некоторому гурвицеву полиному γ(p) = p4 + γ4p3 +  
+ γ3p2 + γ2p + γ1, обеспечивает глобальную локальную устойчивость замкнутой системы и до-
стижение цели (5).

Доказательство. Модель замкнутой системы для отклонений (19) имеет вид

 

ξ1

ξ2

ξ3

ξ4

 = 

 0 I4 0 0
 0 0 I4 0
 0 0 0 I4 
 –γ1I4 –γ2I4 –γ3I4 –γ4I4

 

ξ1

ξ2

ξ3

ξ4

 , I4 = 

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , 

откуда нетрудно показать, что если параметры γ1, γ2, γ3, γ4 выбраны как соответствующие ко-
эффициенты типовых (гурвицевых) характеристических полиномов γ(p) = p4 + γ4p3 + γ3p2 + 
+ γ2p + γ1 или вычислены методом модального управления, то все переменные отклонений (19) 
асимптотически стремятся к нулю, что гарантирует выполнение цели (5). Локальный характер 
устойчивости обусловлен ограничением (11). 

Однако закон управления (21) требует измерений всех переменных состояния и в рамках 
рассматриваемой задачи является нереализуемым. Используя метод расширенного наблюдателя 
[8], можно исключить неизвестные члены.

Реализуемый закон управления по выходу имеет наряду с (20) также следующий вид: 

 U = satN[b(0, φ)–1(–σ – γ1ξ1 – γ2ξ2 – γ3ξ3 – γ4ξ4)]; 

 ξ1 = ξ2 + κa1(ξ1 – ξ1), ξ2 = ξ3 + κ2a2(ξ1 – ξ1), ξ3 = ξ4 + κ3a3(ξ1 – ξ1),

 ξ4 = σ + b(0, φ)U + κ4a4(ξ1 – ξ1), σ = κ5a5(ξ1 – ξ1),
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где satN(·) — гладкая функция насыщения с уровнем N; входной сигнал ξ1 определен в (19); 
коэффициенты ai, i = 1, 5, соответствуют гурвицеву полиному a(p) = p5 + a1p4 + a2p3 + a3p2 + 
+ a4p + a5, а коэффициент усиления κ больше некоторого числа κ0 = κ0(ξ(0)) > 0, зависящего от 
начальных условий объекта. 

Заключение. В работе решена задача согласованного управления движением квадрокоп-
тера вдоль гладкой пространственной траектории. В отличие от [4] рассмотрена постановка 
задачи управления движением квадрокоптера по выходу, а в отличие от [7], где решена задача 
согласованного управления движением по траектории на плоскости, в настоящей статье ре-
шена задача управления движением в трехмерном пространстве. В дальнейшем планируется 
проведение натурных экспериментальных исследований синтезированного закона управления. 
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