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ОСОБЕННОСТИ МОДЕЛИРОВАНИЯ  
СЛУЧАЙНО-НЕОДНОРОДНОЙ ИОНОСФЕРЫ  

В ЗАДАЧЕ О РАСПРОСТРАНЕНИИ РАДИОВОЛН  
В ОКОЛОЗЕМНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

На основе канонического разложения Пугачева рассмотрена задача моделиро-
вания случайно-неоднородной составляющей одномерного ионосферного про-
филя электронной концентрации. В предположении, что случайное поле флук-
туаций электронной концентрации нормально и стационарно, выбраны авто-
корреляционные функции для разных областей экваториальной ионосферы и 
получены характеристики случайных коэффициентов разложения.  
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Введение. Для решения задач навигации и обеспечения дальней радиосвязи расчет ра-
диополей необходимо осуществлять на протяжении всей трассы распространения радиоволн. 
На радиополя источников в приземном волноводном канале большое влияние оказывает со-
стояние нижних слоев ионосферы, которая характеризуется концентрацией электронов 

( ) eN z и эффективной частотой ( ) ij z
 
соударения составляющих ионосферу частиц, здесь  

z — расстояние от поверхности Земли. 
Детерминированная модель ионосферы используется как при моделировании процессов 

распространения радиоволн в двумерно-нерегулярных сферических волноводных каналах 
[1, 2], так и при рассмотрении трехмерных крупномасштабных неоднородностей [3, 4].  

Представим одномерную концентрацию электронов в ионосфере выражением  
   0( )  ( )  ( )r

e e eN s N s N s  , 

где  0 ( ) eN s  — регулярная составляющая, 
 

( )r
eN s  — случайная составляющая, s z l  — без-

размерная переменная, l — характерный масштаб элементарной неоднородности.  

Аналитическое задание случайной составляющей 
 

( )r
eN s , на которую влияет множест-

во факторов, не представляется возможным. В ограниченных пространственно-временных 
масштабах можно использовать стационарные модели. При допущении, что случайная со-
ставляющая профиля является нормальным стационарным случайным полем, достигается 
компромисс между достоверностью модели и ее сложностью. 

Отметим, что в данном случае рассматривается дискретно-слоистая среда, размер каж-
дого случайно выбранного слоя которой  30l  км. 

Моделирование случайного поля. При моделировании стационарного случайного по-

ля 
 

( )r
eN s  задается либо его спектральная плотность, либо автокорреляционная функция

(АКФ), которые связаны между собой взаимным преобразованием Фурье (по теореме Вине-
ра — Хинчина). 

Спектральная плотность задается на основе априорной информации, обусловленной 
различными факторами, влияющими на образование неоднородностей в ионосфере: в основ-
ном это акустико-гравитационные волны [5], метеоритные дожди, ионно-рекомбинационные 
процессы, землетрясения, терминатор, антропогенное воздействие, старты космических ап-
паратов, подземные, наземные и воздушные взрывы, эксперименты по высокочастотному на-
греву ионосферы [6]. 
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Ионосферу принято разделять на верхнюю (100—500 км от поверхности Земли) и ниж-
нюю (50—100 км) области. В нижней области ионосферы преобладают мелкомасштабные 
неоднородности турбулентного характера. Как показывают расчеты [7], такое условное раз-
деление связано с тем, что на высоте, превышающей примерно 100 км, для дневного состоя-
ния ( )eN z  ионосферы выполняются соотношения квазипродольной аппроксимации электро-

магнитных полей приземных источников; для ночного состояния эта высота составляет при-
мерно 150 км.  

В задачах распространения радиоволн СДВ-диапазона наибольший интерес представ-
ляют размеры области, существенной для отражения электромагнитных полей [8]; ее размер 
в дневных условиях составляет примерно 20—30 км от границы ионосферы [9], что соответ-
ствует нижней области ионосферы и в дневном, и в ночном состоянии.  

Обратимся сначала к простому случаю, когда неоднородности крупномасштабные и 
описываются случайными полями. Это соответствует верхней области ионосферы, где турбу-
лентность отсутствует. Рассмотрим следующую модель автокорреляционной функции: 

     2 sin(Ωs)
cos ,     ; ,   2, 3,

Ωs
K s s s


           
 

(1)

где 2 — дисперсия;  — параметр, характеризующий случайное поле;  — преобладающая 
гармоника. 

Для нижней области ионосферы, где турбулентность существенна, а следовательно, не-
однородности носят мелкомасштабный характер, случайное поле описывается более сложной 
функцией, состоящей из суперпозиции двух АКФ вида (1): 

     2
1 2

sin(Ωs) sin(2Ωs)
cos cos 2 ,

Ωs 2Ωs
K s C s C s

             
     

(2)

 ; ,   2,  3.s        

Будем считать, что вне области  (  /Ω;  / Ω)    АКФ (1) и (2) обращаются в нуль.  
Тогда, периодически продолжая АКФ на остальной оси, получаем периодическую в средне-
квадратическом смысле функцию с периодом 2L    , которую можно разложить в ряд  
Фурье: 

  0 1 2
2 2 2

cos cos
s s

K s a a a
L L

          
   

 (3)

Разложение АКФ в ряд Фурье соответствует каноническому разложению случайного 

поля флуктуаций [10]: 
   0( )  ( )r
e eN s N s , где 

0 1 1 2
2 2 2 2

( ) cos sin cos ,
s s s

s A A B A
L L L

                 
     

 (4)

здесь ,i kA B  — некореллированные между собой случайные величины, распределенные по 

нормальному закону с нулевым математическим ожиданием и значениями дисперсий ,i ka a , 

которые определены разложением в ряд (3).  
Для верхней области ионосферы эти коэффициенты определяются выражениями  

2

0
0

2

0

2 sin
cos , ;

2 sin
cos cos( ) , Ω .k

x x
a dx q

x q

x x
a kx dx q

x q

 

 

              


             




(5)
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Мелкомасштабность неоднородностей нижней области ионосферы находит свое мате-
матическое выражение в том, что членов ряда в каноническом разложении Пугачева [10] 
больше, чем в случае, определяемом выражением (2): 

2 2

0 1 2
0 0

2 2

1 2
0 0

2 sin 2 sin
cos cos ,

2

2 sin 2 sin
cos cos( ) cos cos( ) .

2k

x x x x
a C dx C dx

x q x q

x x x x
a C kx dx C kx dx

x q x q

   

   

                       


                        

 

 
 (6) 

Спектр АКФ для =2 и =3 оказывается финитным. Сужение области определения АКФ 
вызывает изменение спектра — он становится инфинитным и может принимать отрицатель-
ные значения. Это приводит к тому, что ряд элементарных дисперсий ka , начиная с некото-

рого номера, становится знакопеременным рядом, и эти члены не учитываются. Таким образом, 
каноническое разложение поля флуктуаций представляет собой конечный ряд Фурье. 

Результаты численных расчетов. Сначала определим нули функции 0 ( )a q . Обраще-

ние в нуль постоянной составляющей в разложении Пугачева (4) соответствует только коле-
бательному характеру поля неоднородностей, считаем это предположение априори выпол-
ненным. Если рассматривать спектральную плотность для всей области определения АКФ, не 
сужая ее, то значения q=1/2 соответствуют спектральной плотности, равной нулю. Поэтому 
при моделировании из корней выражения 0 ( )a q =0 выберем только крайние справа значения 

параметра q. 

На рис. 1 приведены графики коэффициентов разложения 2( ) /ia q   при разных показа-

телях степени  (см. выражения (5)) для верхней области ионосферы. Крайние справа значе-
ния q, при которых постоянная составляющая 0a  обращается в нуль, равны: q = 0,42666 при  

 =2 (рис. 1, а) и q = 0,32332 при  =3 (рис. 1, б). 

2

( )ia q



0,4 

0,3 

0,2 

0,1 

0         0,2           0,4      0,6            0,8        q 0        0,2           0,4     0,6           0,8  q 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 

2

( )ia q



а0 

а1 а2 а3 а4 а5 а0 

а1 а2а3 а4 а5 

а) б)

Рис. 1 

Точность моделирования определяется количеством членов в выражении  21/ ia 
при фиксированных значениях параметра q. Суммирование ведется до первого неотрица-
тельного значения, после чего ряд становится знакопеременным. Как известно [12], сумма 
отброшенных членов ряда не превосходит по абсолютной величине первого из отброшенных 
членов. Именно такое количество неотрицательных при 0 ( )a q =0 коэффициентов ( )ia q  пока-

зано на рис. 1, 2. В результате для указанных значений q при =2 имеем  21/  0,997ia   и

при =3 имеем  21/  0,999ia  , что свидетельствует о точности выбранных АКФ (1).
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Аналогичные графики приведены и для нижней области ионосферы (см. формулы (6)) 
для 1 2  0,5C C   (рис. 2). В данном случае  0, 434363q  при =2 (рис. 2, а) и   0,324705q  при 

=3 (рис. 2, б);  21/   0,987ia   при =2 и  21/  0,999ia   при =3, что также хорошо 

характеризует выбор АКФ для нижней области (2).  
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Рис. 2 

Заключение. Предложенный в статье метод использования канонического разложения 
Пугачева для математического описания случайно-неоднородной составляющей одномерного 
ионосферного профиля экваториальной ионосферы оказывается эффективным при правиль-
ном выборе автокорреляционных функций. Рассмотренный способ моделирования одномер-
ных неоднородностей может быть распространен и на объемные неоднородности. В послед-
нем случае трехмерное случайное поле может быть задано как произведение трех взаимно 
некореллированных полей. Отметим, что формально можно рассматривать каноническое раз-
ложение, выбрав в качестве периода разложения L всю ионосферу, но в этом случае невоз-
можно задать АКФ. Предложенный подход представляется практичным в вычислительном 
плане, поскольку позволяет осуществлять контроль точности, что важно при решении чис-
ленных задач расчета радиополей наземных или ионосферных источников. 
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